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Elementi curvi in muratura, quali archi, volte e cupole, rappresentano uno degli
elementi strutturali più diffusi, nonché più affascinanti, della Architettura storica
mondiale. La maggior parte di queste strutture risale a centinaia di anni fa, e le
tecniche con cui si è via via modificata la loro modalità di costruzione si è evoluta
durante i millenni, sino a che la costruzione in muratura è stata soppiantata dalle
moderne tecniche di costruzione basate sull’utilizzo di nuovi o rinnovati materiali,
nuove tecniche e materiali resi disponibili per effetto dalla rivoluzione industriale.
Le uniche testimonianze scritte esistenti circa l’insieme di regole tecniche che
sono state utilizzate per l’erezione di strutture murarie, anche quelle più comples-
se, risalgono a tempi piuttosto recenti, un paio di secoli precedenti alle scoperte
scientifiche di Galilei e Newton. Da tali scritti si apprende che le regole in base
alle quali furono erette opere in muratura quali le Cattedrali Gotiche o le cupole e
scale del Barocco europeo, erano pure regole di proporzione. In effetti le tensioni
di compressione esistenti nelle murature sono tipicamente molto basse in rapporto
alla resistenza del materiale, per cui l’analisi di una struttura muraria può ridursi
primariamente alla determinazione di un flusso di forze di compressione in equi-
librio con le forze esterne.
Una teoria sensata e ragionevole che spiega l’essenza di questo comportamento in
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termini moderni è basata sulle restrizioni che definiscono il materiale unilaterale
(No-Tension) di Heyman. Con i suoi contributi, che risalgono al fondamentale
lavoro del 1966 ([1]) e che continuano sino ai giorni nostri ([2]), Heyman saggia-
mente rilegge e riprende il sistema di regole e metodi usati dagli antichi maestri
costruttori, inserendo l’analisi delle strutture in muratura nella consolidata cornice
dell’Analisi Limite. Nel suo lavoro del 1966, dal titolo “the stone skeleton”, Hey-
man fonde la sua profonda conoscenza dell’allora nascente Teoria della Plasticità
(teoria che aveva contribuito a sviluppare a Cambridge sotto la guida di J.F.Baker
[3] con contributi precedenti tra cui si ricordano i lavori di Couplet [4] [5], Pip-
pard [6],[7],[8] e di Kooharian [[9]].
Per quanto riguarda le volte e le cupole, è solo recentemente che la teoria di Hey-
man è stata adottata ed applicata con successo. In questo ambito, esistono due
approcci alternativi che sono stati proposti.
Il primo è la così detta “Thrust Network Analysis” che origina dal lavoro di O’Dw-
yer del 1998 [10] e che è stata successivamente sviluppata da Ochsendorf e Block
e Block nel 2008 [11] e successivamente applicata da Vouga et al [12], De Goes
et al [13], Block & Lachauer [14], Miki et al [15], Marmo e Rosati [16].
Il secondo è il “Thrust Surface Method”, proposto da Angelillo e Fortunato nel
2004 [17] e successivamente applicato estensivamente da Fraternali [18], Baratta
[19], Angelillo et al [20], Angelillo [21] [22], Lepore [23].
Questo lavoro di tesi è rivolto all’applicazione del “Thrust Surface Method”, ed
in particolare all’implementazione al computer di un codice di calcolo in grado
di produrre stati di tensione membranali di compressione su superfici interne alla
muratura, in equilibrio con assegnati carichi esterni. In effetti, sebbene il “Thrust
Surface Method” sia essenzialmente basato sull’equilibrio dei carichi su di una
superficie di membrana, ci sono delle differenze sostanziali rispetto ad analoghe
approssimazioni, come quelle che conducono a teorie tecniche di membrana per
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gusci elastici sottili. In effetti una volta a botte in muratura ha una snellezza (rap-
porto luce su spessore) dell’ordine di 15-20 ed una cupola di 35-50, mentre la
teoria di membrana elastica si applica tipicamente a strutture sottili con snellezze
superiori a 100. La superficie S che si considera nel caso di tali strutture elastiche
sottili è in effetti la superficie media del guscio, non esistendo grossi margini di
manovra per modificare tale superficie. L’idea base del “Thrust Surface Method”
è invece che la superficie S rappresenti solo il supporto di una tensione ammis-
sibile (ovvero equilibrata con i carichi e di compressione) contenuta all’interno
dello spessore della volta, cui il continuo circostante trasmette l’azione dei carichi
(sfruttando eventualmente anche piccole tensioni di trazione). Tale circostanza è
del tutto analoga alla ricerca di una struttura interna alla muratura che si effettua
con la TNA, con la quale la scelta della struttura, che è l’analogo discreto della
superficie S, si porta a termine attraverso un processo di ottimizzazione.
Questa libertà di scelta della superficie S fornisce un vasto repertorio di possibili
stati di tensione ammissibili, molto più ampio di quello ottenibile per gli archi
(in cui le forme possibili sono pesantemente ristrette dall’equilibrio) e rappresen-
ta l’aspetto peculiare sia della TNA che del TSM. In particolare, con il “Thrust
Surface Method” l’equilibrio della membrana sotto l’effetto di carichi assegnati
è un problema staticamente determinato, nel senso che tre sono le componenti di
tensione incognite e tre le condizioni di equilibrio. Per una forma assegnata S
il repertorio delle tensioni equilibrate è in effetti determinato dalle condizioni al
contorno. La scelta della forma S non è comunque completamente libera, dato
che le tensioni di membrana devono essere di pura compressione. Tutto ciò è
esemplificato da un semplice esempio, una cupola semisferica di raggio interno R
e spessore costante T , soggetta ad un carico verticale uniforme per unità di area
di S, ossia al peso proprio.
Se la superficie S è scelta come la calotta sferica di raggioR+ T
2
, data la simmetria
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assiale della struttura e del carico, la soluzione è univocamente determinata. Com-
pressioni variabili si sviluppano radialmente, mentre le tensioni circonferenziali,
di compressione in una calotta superiore al 30° parallelo, divengono di trazione
nella fascia equatoriale compresa tra l’equatore e il 30° parallelo.
Tale soluzione equilibrata, che prevede spinte nulle al bordo, è ovviamente non
ammissibile per il modello di Heyman e non può quindi essere accettata. In effetti
modificando la forma S, ad esempio considerando la struttura composita liscia
formata da una calotta sferica al di sopra del 30° parallelo e da un paraboloide di
forma opportuna nella zona inferiore risulta puramente compressa e diviene accet-
tabile come soluzione equilibrata. Tale soluzione fornisce anche delle spinte non
nulle che rappresentano una stima ragionevole delle spinte al bordo della cupola.
Lo scopo principale di questa tesi e quello di proporre un metodo per rendere au-
tomatica la ricerca di un campo di tensioni ammissibile per una volta di forma
arbitraria, basato sulla soluzione iterativa di un problema determinato, in cui il
ruolo dell’incognita alternativamente si scambia tra la forma e la tensione. La
possibilità pratica di costruire tale procedura iterativa parte dalla formulazione
dell’equilibrio di membrana su di una superficie S secondo lo schema di Pucher
[24]. Nel suo geniale lavoro del 1934, utilizzando mezzi analitici primitivi, Pu-
cher, introducendo come variabili primali le così dette “tensioni proiettate”, mo-
stra come le tre equazioni di equilibrio di S possono essere disaccoppiate in due
equazioni che rappresentano l’equilibrio superficiale di S, indipendenti dalla geo-
metria della membrana, e in una equazione che rappresenta l’equilibrio trasversale
di S, equazione in cui la curvatura di S determina i coefficienti. Questo sistema di
equazioni si ottiene in effetti con alcuni elementari passaggi utilizzando il forma-
lismo della geometria differenziale di Riemann e Levi Civita, con tutti i vantaggi
che tale approccio matematico consolidato può fornire alle successive elaborazio-
ni (post-processing). La soluzione generale delle due equazioni superficiali può
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esprimersi in termine di una funzione F che rappresenta il potenziale delle ten-
sioni (funzione di Airy), e la equazione di equilibrio trasversale si riduce ad una
equazione differenziale del secondo ordine lineare in F i cui coefficienti sono rap-
presentati dall’Hessiano della funzione f che descrive S in una rappresentazione
parametrica alla Monge.
La restrizione che il materiale sia esclusivamente compresso impone una restrizio-
ne sul potenziale di tensione: F deve essere concava, ossia il suo Hessiano deve
essere semi-definito negativo.
Anche la funzione f è ristretta dalla condizione che i valori di f siano contenuti,
in ogni punto, nell’intervallo definito dall’estradosso ed intradosso della volta. La
procedura iterativa che si propone, che parte da una superficie assegnata f o, consi-
ste in una strategia basata sulla ottimizzazione per generare successive funzioni di
tensione F o, F1, F2, .., Fn, f1, f2, .., fn, con l’obiettivo di ottenere in modo au-
tomatico una funzione di tensione quanto più possibile concava ed una superficie
di membrana quanto più vicina possibile alla superficie media della volta.
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Considerazioni preliminari
La muratura, "l’operazione e la tecnica del costruire strutture murarie usando la-
terizi o pietre e calce, cemento o altri agglomeranti", rappresenta una delle tecni-
che costruttive più antiche, nascendo in contemporanea con i primi insediamenti
permanenti. In generale le strutture murarie sono costruite impilando pietre in
modo ordinato, sistemando pietre più piccole o malta per riempire i vuoti tra gli
elementi.
All’interno di una singola struttura si possono facilmente trovare diversi tipi di
murature, e lo stesso accade anche considerando un singolo elemento della strut-
tura, che può essere anch’esso costituito da tipologie di muratura differenti [25].
La muratura è, quindi, un materiale composito formato da blocchi e malta con una
elevata variabilità nella natura e dimensione degli elementi([26],[27]), ma ciò non
deve far pensare a una disposizione casuale degli elementi che la costituiscono.
Questi, infatti, sono solitamente disposti in modo ben organizzato e con precisi
criteri; in effetti, la maggiore o minore organizzazione dell’apparecchio murario
è una delle caratteristiche fondamentali per stimare la qualità muraria (esempi di
costruzioni in muratura nelle Figure 1, 2, 3 e 4).
Con i progressi scientifici, in particolare nella scienza dei materiali, nel corso de-
gli anni è andata sviluppandosi sempre più la tendenza a progettare i materiali
basandosi sull’ottimizzazione delle loro proprietà meccaniche, sfruttando le mo-
derne tecniche di omogeneizzazione che consentono di catturare i tratti salienti
del comportamento macroscopico dei materiali tenendo in considerazione le ca-
ratteristiche microscopiche degli stessi. In questo contesto di progresso e innova-
zione, e dove l’attenzione alla sicurezza sismica è in continua crescita e sviluppo,
gli edifici in muratura, materiale fortemente discontiuo e anisotropo e dalle pro-
prietà meccaniche locali incerte, sono spesso percepiti come costruzioni vecchie
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e inaffidabili, a causa della debolezza intrinseca del materiale. Bisogna tuttavia
considerare che gli edifici in muratura costituiscono la maggiornaza degli edifici
dei centri storici Europei, rappresentando uno dei più importanti patrimoni dell’u-
manità, il che porta alla necessità di capire il materiale e preservare e mantenere
intatti tali edifici[26].
Nel cercare di eliminare questa percezione di inaffidabilità nei riguardi di ta-
Figura 1: Torre dell’Oro (Siviglia) Figura 2: Torre della Giralda (Siviglia)
le tipologia di strutture, spiegando le motivazioni meccaniche che sono alla base
del peculiare comportamento delle strutture in muratura tradizionali, vengono in
aiuto gli studi effettuati da Jaques Heyman , che nell’introduzione del suo libro
[1] mette in evidenza il fatto che due gravi terremoti hanno solo leggermente dan-
neggiato la cattedrale di Santa Sofia (Istambul) ed i bombardamenti della seconda
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Figura 3: Acquedotto romano (Segovia)
Figura 4: Monastero El Escorial (San Lorenzo de El Escorial)
guerra mondiale spesso hanno risparmiato le cattedrali medievali mentre gli edifi-
ci moderni attorno ad esse sono andati distrutti (“the fact remains that two severe
earthquakes only slightly damaged Hagia Sophia and the bombardments of the
Second World War often resulted in a medieval cathedral left standing in the ruins
of a modern city"). La storia ci dice che le strutture murarie possono rivelarsi
estremamente stabili anche in caso di sollecitazioni elevate.
Heyman fornisce semplici motivazioni meccaniche circa la diversità delle costru-
zioni in muratura rispetto alle strutture moderne:
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1. Le strutture storiche in muratura sono caratterizzate da livelli di tensione
bassi, normalmente di uno o due ordini di grandezza inferiori alla resistenza
a compressione del materiale.
2. La stabilità di tali edifici dipende dalla loro geometria e non dalla resistenza
del materiale; questo concetto base era ben chiaro ai costruttori antichi che
hanno tramandato per secoli le loro conoscenze, basate su successive espe-
rienze, sia verbalmente che attraverso scritti e disegni; in particolare sono
andate sviluppandosi regole geometriche per la costruzione delle strutture,
che garantivano la stabilità degli edifici.
3. Il materiale murario e le costruzioni in muratura sono progettate per soste-
nere prevalenti "sforzi" di compressione.
4. La costruzione dell’apparecchiatura muraria è finalizzata ad evitare che si
verifichino slittamenti.
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
20 Introduzione
Cenni storici
Figura 5: Regole di Fontana per cupole semplici (1694)
I primi studi sulla stabilità di archi e cupole risalgono al 1500, con gli studi
di Leonardo Da Vinci, il quale per primo osserva la creazione di 3 cerniere negli
archi.
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Successivamente Galileo nel suo Discorsi e Dimostrazioni Matematiche intorno
a due nuove scienze Attenenti alla Meccanica e i movimenti Locali (1638) tratta
della resistenza dei materiali e della cinematica, in particolare, per quel che riguar-
da la resistenza dei materiali, cerca di risolvere il problema della resistrenza della
trave, attaccando le regole di proporzione medioevali, dando come motivazione
la validità della legge del cubo quadrato, (quando un oggetto viene sottoposto ad
un aumento proporzionale di dimensioni, il suo nuovo volume è proporzionale
al cubo del moltiplicatore e la sua nuova superficie è proporzionale al quadrato
del moltiplicatore), facendo pronunciare a Salviati una considerazione finale cir-
ca l’impossibilità di costruire navi, edifici e templi di grandezza indefinita, come
nemmeno la natura potrebbe generare un albero di dimensioni incommensurabi-
li poichè esso collasserebbe sotto il suo stesso peso. Tali conclusioni portano a
definire il problema dell’equilibrio della struttura come un problema di resisten-
za e non di geometria, l’approccio basato sulla resistenza dei materiali è corretto
quando vengono prese in considerazione strutture moderne, in cui si cerca di far
lavorare il materiale a livelli di tensioni dello stesso ordine di grandezza delle ten-
sioni limite, ma non è applicabile alle strutture storiche in muratura in quanto,
come già accennato, queste lavorano a livelli di tensioni molto bassi rispetto il
loro carico limite.[28]
In seguito Hooke, studiando la statica degli archi introdusse l’utilizzo in architet-
tura della catenaria. Hooke effettuò esperimenti pratici per validare la sua idea
della catenaria, non riuscendo mai a dimostrarla matematicamente, era però con-
sapevole che se ci fosse riuscito avrebbe, allo stesso tempo, trovato la forma "per-
fetta" dell’arco con applicati gli stessi carichi della catenaria, ma in compressione.
Il primo vero studio meccanico fu effettuato da La Hire nel 1695 [29], seguito poi
da Gregory, che nel 1697 effettuò l’analisi matematica del problema della cate-
naria e concluse che "se si può trovare una qualsiasi linea di pressione ricadente
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
22 Introduzione
interamente all’interno della muratura allora l’arco sarà stabile", il suo approc-
cio fu poi utilizzato da La Hire nel prosieguo dei suoi studi e da Poleni nel 1748
nel suo studio sulla cupola di San Pietro [30].
Altro contributo rilevante fu quello di Belidor: nel 1729 [31], usando lo stesso
Figura 6: La Hire (1695)
approccio di La Hire, considerando che nell’arco si creano fratture a 45° e che la
parte superiore dello stesso si comporta come un cuneo, arriva alla conclusione,
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peraltro errata, che il collasso dell’arco avvine a causa dello scorrimento tra gli
elementi.
Contributo molto importante fu quello dato da Couplet [4][5]; Couplet trattò l’ar-
gomento in due lavori successivi nel 1729 e nel 1730, in particolare nel secondo
lavoro fa precise assunzioni sul materiale, si accorge che i conci di un’arco sono
posti in maniera tale che l’attrito renda impossibile lo scorrimento tra gli elemen-
ti, considera, inoltre, tensioni basse all’interno del materiale e per questo dà poca
importanza alla resistenza. Couplet, considerando la formazione di cerniere a 45°,
ricerca lo spessore limite possibile per l’arco per non avere collasso trovando la
relazione k = e
R
= 0.101 dove e è lo spessore dell’arco e R è il raggio medio.
Il suo metodo produce risultati fondamentalmente corretti, l’errore principale sta
nel considerare l’angolo di frattura fissato a 45°. Successivamente Heyman deter-
minerà la posizione corretta delle cerniere, 31°, e il rapporto corretto k = 0.106.
Il contributo del lavoro di Couplet è enorme. Couplet è il primo a formulare corret-
tamente le ipotesi costitutive del materiale murario e, nel problema dell’equilibrio
dell’arco, avendo ben chiara l’idea della linea delle pressioni e dei meccanismi di
collasso causati dalla formazione di cerniere é in grado di formulare ipotesi cor-
rette sulla stabilità. Il suo contributo fu subito notato e inserito nei successivi testi
di settore.
Nel 1732 Danyzy [32], basandosi sul modello di Couplet realizzò dei modelli rea-
li per la valutazione dei meccanismi di collasso degli archi, ottenendo, quindi, una
conferma sperimentale degli studi di Couplet (Figura7).
Coulomb, presenta nel 1773 [33] un lungo lavoro sulle strutture in muratura, svi-
luppando una teoria per il corretto dimensionamento dei vari elementi(colonne,
archi, travi etc). I suoi studi riguardano principalmente la stabilità degli archi at-
traverso la ricerca della condizione di equilibrio e la valutazione numerica della
spinta. In particolare Coulomb propone valuta un metodo per il calcolo della spin-
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ta massima. Per la prima volta si introduce l’idea di un qualche limite (minimo e
massimo) per la spinta, questa idea fu successivamente dimostrata da Barlow nel
1846.
Coulomb, inoltre, assume che lo scorrimento è impossibile grazie all’attrito tra i
conci e che il collasso avviene quando si formano un numero sufficiente di cer-
niere all’interno dell’arco.
Uno studio molto interessante, ma mai pubblicato, fu quello di Monasterio (Fi-
Figura 7: Danyzy
gura 8) , questo lavoro rappresenta la prima applicazione della toeria di Coulomb.
Monasterio che, nel suo manoscritto "Nueva Teórica sobre el Empuje de Bóvedas"
studia i vari meccanismi di collasso possibili per gli archi, fu il primo a ottenere lo
spessore limite di un arco semicircolare in maniera corretta, ponendo le cerniere a
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
25
55°, e il primo a proporre un metodo di calcolo, anche se errato, per la valutazione
di una cupola emisferica[34].
Una svolta rilevante ed in un certo senso nefasta ai fini della comprensione del
Figura 8: Monasterio
comportamento meccanico delle murature si ha con Navier (1785-1836), che può
essere considerato il padre della teoria dell’elasticità, avendola riformulata in una
forma matematica di facile uso, rendendola per la prima volta disponibile nel cam-
po della tecnica delle costruzioni e contribuendo pertanto alla nascita della moder-
na Scienza delle costruzioni.
Si inizia, quindi, ad applicare la teoria dell’elasticità alle murature, e la regola del
"terzo medio" nasce proprio dagli studi di Navier, tale regola afferma che un ar-
co è stabile e sicuro se la linea delle pressioni passa attraverso una certa frazione
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dello spessore, ovvero 1
3
, tale regola nasce dalla teoria dell’elasticità applicata alla
trave, per cui si ha uno profilo lineare delle tensioni e una sezione sottoposta a
sola compressione se il centro delle pressioni si trova entro il terzo medio della
sezione della trave.
Per oltre un secolo e mezzo il modello lineare-elastico divenne il metodo prin-
cipale e indiscusso per il progetto delle strutture, mentre gli studi dei modelli
non lineari venivano relegati principalmente all’ambito della ricerca scientifica e
considerati dagli ingegneri come mere curiosità scientifiche prive di ogni utilità
pratica nell’ambito della scienza e della tecnica delle costruzioni.
In epoca moderna, si ricordano gli studi di Pippard ([6], [7], [8]) che a segui-
to dello sviluppo della teoria della plasticità inizia a riutilizzare l’approccio dell’
"equilibrio" per lo studio delle strutture in muratura.
Le ipotesi necessarie per l’applicazione della teoria della plasticità alle strutture
in muratura sono quelle inizialmente fatte da Couplet: assenza di resistenza a tra-
zione, resistenza a compressione infinita e assenza di scorrimento tra gli elementi.
Queste sono le ipotesi sono usate da Kooharian, nel 1953, per dimostrare che
è possibile utilizzare i teoremi dell’analisi limite per lo studio delle strutture in
muratura [9]. Il teorema statico dell’analisi limite dice che la struttura è in equili-
brio se esiste un campo di tensione equilibrato ed ammissibile per il materiale. La
forza di questo teorema sta nel fatto che se si riesce a trovare un campo di forze
sicuro, la struttura è certamente stabile.
Applicando tale teorema alle strutture in muratura, ad esempio ad un arco si può
affermare che se è possibile trovare, tra le infinite linee di spinta, una linea di spin-
ta che sia interna al profilo dell’arco e in equilibrio con i carichi, allora l’arco è
stabile e non collasserà sotto l’azione di quei carichi.
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Comportamento unilaterale e modello di Heyman
Caratteristica principale della muratura è il suo comportamento unilaterale, do-
vuto alla buona resistenza a compressione ed alla scarsa, e spesso trascurabile,
resistenza alla trazione; la resistenza a trazione sarebbe, inoltre, anche di difficile
valutazione in quanto non dipendente solo dalla resistenza a trazione della malta
e dei blocchi ma anche dalla tipologia degli stessi, da come sono posizionati tra
di loro, dall’aderenza della malta con la pietra e dalle fratture macroscopiche e
miscroscopiche inevitabilmente presenti nella compagine muraria; una ipotesi a
vantaggio di sicurezza è, quindi, quella di trascurare la resistenza a trazione.
In base a tale ipotesi, il comportamento di murature snelle a sviluppo monodimen-
sionale può essere assimilato a quello delle funi. Mentre la prima può resistere
solo a compressione, le funi possono resistere solo a trazione. Da qui la possibi-
lità dell’uso della catenaria invertita per la valutazione della stabilità degli archi e
delle cupole (Figura 9).
Un modello semplice ma molto efficace per descrivere questo tipo di comporta-
mento è quello di Heyman [35], che si basa su tre assunzioni fondamentali:
1. Assenza di resistenza a trazione;
2. Resistenza a compressione infinita;
3. Assenza di scorrimento tra gli elementi.
La prima ipotesi, ovviamente a vantaggio di sicurezza, è sicuramente corretta in
caso di muri a secco, dove l’assenza di malta fa si che, anche se i singoli blocchi
posseggono un sensibile livello di resistenza alla trazione, il giunto non sopporti
alcuna trazione. Anche in presenza di malta la resistenza a trazione è difficilmente
valutabile per le considerazioni già fatte in precedenza.
La seconda ipotesi è generalmente corretta, in quanto nella maggioranza delle
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strutture in muratura i livelli di tensione sono molto bassi, ma in casi particolari
potrebbe essere necessario modificarla assumendo una limitata resistenza a com-
pressione.
Anche la terza ipotesi risulta essezialmente corretta tranne casi estremamente spo-
radici, legati a una non corretta realizzazione dell’apparecchio murario.
Le restrizioni materiali 1., 2., 3. sono sufficienti per dimostrare la validità dei
Figura 9: Catenaria e catenaria invertita disegnata da Poleni(1748) (sinistra) ;
arco in equilibrio con catenaria invertita passante al suo interno(da Heyman [1])
(destra)
teoremi dell’Analisi Limite [36] applicati ad una struttura composta da un tale
materiale.
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L’arco e la linea delle pressioni
Per capire i tratti salienti del comportamento delle strutture in muratura si può
partire dallo studio della statica dell’arco.
Nel manuale di Carlo Formenti “La pratica del fabbricare” ([37]), gli archi sono
definiti come strutture curve formate da parti che si mantengono in equilibrio gra-
zie al mutuo contrasto. L’equilibrio dei carichi è garantito da forze mutue che i
singoli conci dell’arco si scambiano.
La linea delle pressioni è il luogo dei punti di intersezione della risultate di tali
forze su una famiglia di piani. Nel caso di un arco formato da blocchi, tali piani
sono in numero finito essendo le superfici di contatto tra i blocchi stessi; la linea
delle pressioni diventa un poligono.
Data l’unilateralità del contatto tra i conci, affichè la struttura sia stabile occorre
che la linea delle pressioni si trovi interamente all’interno della muratura.
Se i carichi sono puramente verticali la componente verticale delle forze trasmes-
se tra i blocchi aumenta man mano che ci si avvicina ai piani di imposta, mentre
la componente orizzontale rimane costante (Figura.10).
Se l’arco non è fratturato, è possibile determinare infinite linee di pressione in-
Figura 10: Arco etrusco [Durm 1885] (sinistra); Possibile equilibrio tra i blocchi
(destra)
terne all’arco.
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Sfruttando il teorema statico dell’analisi limite, se è possibile trovare una linea
di pressione totalmente interna alla muratura allora l’arco sarà stabile; tale linea
di pressione è esattamente l’inversa del poligono funicolare che equilibra le stes-
se forze dell’arco (idea della catenaria di Hooke). Sfruttando questa analogia è
possibile trovare una distribuzione di forze equilibrata e compatibile con i carichi
attraverso metodi grafici (Figura 11).
La linea delle pressioni può anche essere determinata matematicamente risolven-
Figura 11: Esempio analisi grafica per un arco a tre cerniere (da William S. Wolfe
[38])
do l’equazione differenziale y′′ = q
H
, dove y è l’ascissa della linea delle pres-
sioni, q il carico per unità di lunghezza sulla proiezione orizzontale e H la spinta
orizzontale. Alcuni semplici esempi con quest’ultimo approccio sono riportati in
[39].
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Statica di volte e cupole con metodi grafici
Con l’ausilio della statica grafica è possibile, inoltre, valutare la condizione di
equilibrio di volte e cupole. Ad esempio con il metodo così detto dello slicing (Fi-
gura 12), si può dividere la cupola in un certo numero di "spicchi" e considerare
l’equilibrio dell’arco formato da due spicchi opposti.
Poichè, data la simmetria del problema, tutti gli archi si comporteranno allo stesso
modo, se è possibile trovare una soluzione di equilibrio per uno di essi la cupola
è stabile, inoltre, poichè non è importante il valore della tensione ma le propor-
zioni, è possibile lavorare con il peso totale della cupola, considerato concentrato
nel singolo arco e scegliere successivamente, in caso di necessità, il numero di
spicchi, in quanto anche considerando il peso totale, la forma della curva delle
pressioni non cambierà.
Per il calcolo del volume della cupola si può utilizzare il teorema di Pappo-
Guldino V = 2πrA con A l’area della "fetta" di cupola e r la distanza del ba-
ricentro dell’elemento dall’asse di rotazione. Si può, inoltre, calcolare facilmente
la tensione nell’anello superiore (in caso di cupole con occhio) e alla base della
cupola N = H
2π
.
Di seguito si riporta un esempio dell’uso della statica grafica per il calcolo della
soluzione di equilibrio per la cupola di Sant’Agnese in Agone a Roma (Figura
13).
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Figura 12: Tecnica dello slicing per le cupole in muratura
Figura 13: Cupola della chiesa di Sant’Agnese in Agone
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
33
Analisi statica della cupola di Sant’Agnese in Agone (Roma)
Figura 14: Sezione di S.Agnese (da de Rossi [41])
Per studiare la statica della cupola, la si considera divisa in 8 spicchi e si studia
l’equilibrio dell’arco formato da due spicchi opposti (Figura 15).
La cupola è costruita in mattoni, mentre la parte del tamburo è rivestita in traver-
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Figura 15: Sezione della cupola
tino e con una piccola anima in tevolozza ,che occupa circa il 10 % del volume e si
estende per soli 2 metri in altezza[40],[41]. Per l’analisi statica è stato considerato
il peso totale degli elementi.
Per il calcolo del peso della lanterna, questa è stata considerata inizialmente mono-
litica (considerando un peso specifico di 17KN
m3
), successivamente è stato valutato
il volume occupato dalle finestre e quindi sottratto dal volume precedentemente
calcolato; si è calcolato, infne, il peso delle otto colonne in travertino (peso spe-
cifico di 24KN
m3
) e tale peso è stato sommato al risultato precedente per ottenere il
peso complessivo della lanterna.
Per il calcolo del peso delle sezioni in cui vi sono le finestre e i contrafforti è stato
prima valutato il volume considerando come spessore quello massimo (sezione
in cui vi sono i contrafforti), a questo quindi è stato sottratto il volume occupato
dalle 8 finestre e il volume delle parti senza contrafforti.
Di seguito si riportano i grafici dell’analisi statica effettuata sulla cupola (Figure
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16 e 17 ). La spinta minima risulta essere di circa 2200KN
m
.
Tabella 1: Calcolo peso delle sezioni della cupola
Sezione Area(m2) Raggio(m) Volume(m3) P(KN )
L 1.7 2.4 25 426.3
1 2.9 4.5 83.2 1414.3
2 2.8 6.2 111 1887.7
3 2.7 7.5 130.3 2215
4 2.7 8.4 147 2501.2
5 3 8.9 167.4 2845.5
6 3.2 9.1 181.5 3085.9
7 7.1 9.4 341.7 5809.6
a 5.6 9.4 265.6 4516.2
b 4.6 9.4 157.3 2673.7
c 6.1 9.4 233.4 3967.5
d 12.7 9.9 791.6 13456
Lanterna 932
Figura 16: Analisi statica del tamburo
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
36 Introduzione
Figura 17: Analisi statica della cupola
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
CAPITOLO 1
Modelli unilaterali per le murature
Una caratteristica peculiare che accomuna tutti i tipi di muratura è la loro fisiologi-
ca debolezza rispetto le tensioni di trazione; il non riconoscere questa caratteristica
come del tutto naturale porta inevitabilmente a nutrire timori per la stabilità e la
sicurezza di questi edifici, specialmente quando la stuttura presenta delle fratture
più o meno estese. In realtà tali timori risultano spesso infondati, in quanto, se
ben proporzionati, gli edifici in muratura lavorano essenzialmente a compressione
e presentano un elevato grado di sicurezza e stabilità [28].
Nella muratura le fratture sono fisiologiche e sono, di solito, causate non da cari-
chi eccessivi ma dal cambiamento delle condizioni al contorno, come ad esempio
quello prodotto da cedimenti del terreno. La stuttura, proprio a causa della sua
scarsa resistenza a trazione, si adegua a tali cambiamenti delle condizioni al con-
torno tramite spostamenti rigidi e a energia quasi zero che comportano la forma-
zione di fratture più o meno estese che, nella maggioranza dei casi, non devono
destare preoccupazione. Esse non inficiano la stabilità dell’edificio, e possono
essere richiuse tramite la tecnica del "scuci-cuci", ricoperte di intonaco e "dimen-
ticate".
La stabilità delle strutture murarie è garantita dalla loro forma, infatti regole ba-
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sate sulle proporzioni sono state efficacemente impiegate dagli antichi costruttori
per millenni. Usate in modo adeguato, tali regole portavano a strutture eccezio-
nalmente stabili ([42],[43]), come si evince dalle numerose strutture conservate in
perfetto stato nel corso dei secoli fino ad oggi.
L’approccio attuale alla tecnica delle costruzioni, fortemente basato sulla resisten-
za dei materiali e sul calcolo delle tensioni rende difficile per la nuova generazione
di Architetti e Ingegneri l’accettazione di regole puramente geometriche per la va-
lutazione della stabilità e della sicurezza di un edificio.
Per dipanare le paure legate alla sicurezza delle strutture in muratura e all’approc-
cio geometrico degli antichi mastri costruttori, può essere utile rivedere gli antichi
concetti in chiave moderna, applicando il modello unilaterale, introdotto per la
prima volta da Heyman nel suo articolo "The Stone Skeleton" [35]; utilizzando le
tre assunzioni fondamentali introdotte in tale lavoro è possibile applicare i teoremi
dell’analisi limite alle strutture in muratura.
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1.1 Materiali unilaterali
Un modo per rivedere in chiave moderna l’approccio degli antichi costruttori con-
siste nell’adottare il modello unilaterale introdotto da Heyman, che si basa sulle
seguenti assunzioni:
1. Assenza di resistenza a trazione
2. Resistenza a compressione infinita
3. Assenza di scorrimento tra gli elementi
Come già detto, la prima assunzione è conservativa. Per quanto i singoli blocchi
possano presentare anche una relativamente buona resistenza a trazione non è così
per la malta, e, nel caso di muri a secco, i giunti sono incapaci di resistere a tra-
zione. Con questa prima ipotesi si assume che la muratura abbia comportamento
unilaterale e che possa subire dei distacchi lungo una qualsiasi superficie interna
(formando fratture) con dispendio di energia nullo.
Modellando la muratura come un continuo, poichè è possibile avere solo tensio-
ni di compressione, il tensore delle tensioni dovrà essere semidefinito negativo
(T ∈ Sym−).
La seconda ipotesi è normalmente plausibile poichè le strutture in muratura, ge-
neralmente, presentano delle tensioni di compressioni molto basse rispetto la lo-
ro resistenza; tuttavia lo stesso Heyman osserva che possono esserci casi in cui
tensioni eccessive possono causare schiacciamenti; tali fenomeni sono di norma
locali e non comportano il collasso della struttura, ma ciò costringe in alcuni casi
a mettere in discussione tale ipotesi [1].
La terza ipotesi che stabilisce l’impossibilità di avere scorrimenti tra i blocchi o
lungo le linee di frattura, è generalmente corretta, talvolta possono aversi scorri-
menti locali di lieve entità che non inficiano la stabilità globale della struttura e
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non ne modificano il comportamento.
Uno degli obiettivi primari nella realizzazione di strutture in muratura è sempre
stato quello di evitare lo scorrimento tra i blocchi, questo si ottiene posizionando
i blocchi in maniera adeguata; se lungo i piani orizzontali l’assenza di scorrimen-
to è garantita dalla compressione causata dal peso stesso dei blocchi che, grazie
all’attrito, impediscono slittamenti tra le pietre, nei piani verticali è necessario
avere alcuni accorgimenti nel posizionamento dei blocchi per scongiurare lo slit-
tamento, tale obiettivo è spesso raggiunto grazie ad un particolare apparecchio dei
blocchi (interlocking).
Al continuo, ciò significa che la deformazione anelasticaE deve soddisfare la leg-
ge di normalità rispetto il cono Sym− e quindi E ∈ Sym+.
Le tre assunzioni fondamentali,
T ∈ Sym−, (1.1)
T · E = 0, (1.2)
E ∈ Sym+, (1.3)
equivalgono le tre ipotesi di Heyman per un corpo continuo e consentono l’appli-
cazione dell’analisi limite e dei suoi teoremi, statico e cinematico, alle strutture
murarie.
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1.2 Modello unilaterale per le murature: materiale
unilaterale non resistente a trazione
Grazie alle assunzioni fatte è quindi possibile applicare i teoremi dell’analisi li-
mite alle murature, tale approccio è gia stato usato da vari autori([44], [45], [46]);
tramite l’applicazione dei teoremi statico e cinematico dell’analisi limite è possi-
bile descrivere il comportamento di interi edifici mantenedo una certa semplicità
nell’analisi.
Utilizzando l’ipotesi di comportamento unilaterale è possibile, inoltre, interpretare
in maniera corretta i pattern di fratture visibili sugli edifici, prodotti da cedimenti
al contorno [47].
1.2.1 Comportamento meccanico delle murature
La muratura, come già detto, è un insieme eterogeneo di elementi e giunti. Gli
elementi possono essere blocchi di pietra, pietre irregolari, mattoni, etc.
La malta utilizzata per legare gli elementi tra loro e per riempire i vuoti, come
per i blocchi, può essere di diverse tipologie, ad esempio di argilla, bituminosa,
di gesso, a base di calce o cemento etc. Le varie possibilità di combinazione tra
elementi e malte porta ad una grandissima varietà di strutture in muratura sia dal
punto di vista geometrico sia dal punto di vista meccanico essendo le caratteristi-
che meccaniche di una particolare muratura connesse non solo alle caratteristiche
dei materiali ma anche al loro assemblaggio.
Di seguito si descrivono brevemente alcuni aspetti meccanici di base relativi ad
un elemento rappresentativo.
Nella tabella1.1 sono riportati i valori della resistenza a compressione, a taglio,
del peso specifico e del modulo elastico per diverse tipologie murarie, tali valori
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sono quelli riportati nel DM 14.01.2008. In Figura1.1 si vedono i risultati quali-
tativi di prove sperimentali a trazione e a compressione effettuati su un campione
di muratura.
La resistenza di una parete muraria non dipende esclusivamente dalla resistenza
del singolo blocco, ma dalla resistenza degli elementi costituenti la parete (malta e
blocchi) e dal modo in cui questi sono assemblati; per poter valutale la resistenza
globale della muratura nel nuovo codice per le costruzioni sono riportate formule
empiriche che mettono in relazione la resistenza dei singoli elementi con quella
globale. In Figura 1.1 ft e fc denotano la resistenza a trazione e a compressione
delle murature, δt e δc le deformazioni di rottura di trazione e di compressio-
ne e Gt e Gc rappresentano, rispettivamente l’energia di frattura in trazione e in
compressione.
Figura 1.1: Diagrammi sperimentali del comportamento di una muratura a
trazione (a) e compressione (b)
Si osserva che i diagrammi riportati in Figura 1.1 sono normalizzati rispetto
alle tensioni di resistenza a trazine (ft) e a compressione (fc), e che tali valori
sono per tutte le murature tradizionali di almeno un ordine di grandezza diversi.
Anche le due energie Gt e Gc, ovvero le energie dissipate per creare le fratture
che si ottengono in trazione ed in compressione, sono di almeno due ordini di
grandezza diversi, e suggericono la maggiore facilità che si ha nel fratturare la
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Tabella 1.1: Resistenza a compressione (fm),a taglio (τo), modulo elastico norma-
le (E) e peso specifico (w) per diverse tipologie di muratura con malta scadente
(da NTC-DM 14.1.2008)
fm τo E w
Tipologia di Muratura [daNcm2 ] [daN/cm
2] [daN/cm2]) [daN/m3]
min-max min-max min-max
In pietrame disordinata (ciottoli, 10 0.2 6900 1900
pietre erratiche e irregolari) 18 0.32 10500
A conci sbozzati, con parametro di 20 0.35 10200 2000
limitato spessore e nucleo interno 30 0.51 14400
In pietre a spacco con 26 0.56 15000 2100
buona tessitura 38 0.74 19800
A conci di pietra tenera 14 0.28 9000 1600
(tufo, calcarenite, etc.) 24 0.42 12600
A blocchi lapidei 60 0.90 24000 2200
squadrati 80 1.20 32000
In mattoni pieni 24 0.60 12000 1800
e malta di calce 40 0.92 18000
In mattoni semipieni con malta 50 2.4 35000 1500
cementizia 80 3.20 56000
In blocchi laterizi semipieni 40 3.00 36000 1200
(perc. foratura < 45%) 60 4.00 54000
In blocchi laterizi semipieni con giunti 30 1.00 27000 1100
verticali a secco(perc.foratura<45%) 40 1.30 36000
In blocchi di calcestruzzo o argilla 15 0.95 12000 1200
espansa (perc. foratura 45%-65%) 20 1.25 16000
Di blocchi di calcestruzzo 30 1.8 24000 1400
semipieni (foratura <45%) 44 2.4 35200
muratura piuttosto che schiacciarla.
Per la modellazione degli edifici in muratura si hanno a disposizione differenti
metodologie, in [47] si descrivono due possibili approcci, il primo si basa sull’u-
tilizzo di modelli semplici, basati sulle assunzioni di Heyman, utilizzando questa
prima tipologia di modelli è necessario conoscere pochi parametri del materia-
le e quindi possono essere utilizzati per la maggioranza degli edifici; il secondo
approccio si basa su modelli più sofisticati per cui è necessario prendere in consi-
derazione un numero maggiore di paramentri e quindi presuppone una conoscenza
più dettagliata delle caratteristiche dei materiali e delle caratteristiche geometri-
che e costruttive dell’edificio.
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La maggioranza degli edifici murari mostra gli stessi tipi di comportamento locale
e globale.
Da un punto di vista locale è possibile schematizzare i pattern di frattura in tre
tipologie principali.
La prima tipologia di frattura che è possibile vedere su una costruzione muraria
(Figura 1.2) si manifesta come una linea di distacco chiara e definita tra due parti
intatte e dipende dalla scarsa resistenza a trazione della muratura; a seconda della
resistenza di malta e blocchi, le fratture causate da trazione pura possono interes-
sare sia solo i giunti (la malta), o anche i blocchi.
Non potendo la muratura resistere a trazione, le fratture che ne derivano sono fi-
siologiche e sono il modo utilizzato dall’edificio per accomodarsi ai cambiamenti
delle condizioni al contorno (per esempio dei cedimenti nel terreno) e trovare una
nuova condizione di equilibrio stabile.
La seconda tipologia (Figura 1.3) implica sia distacco che scorrimenti tra gli ele-
Figura 1.2: Fessurazione dovuta a trazione pura
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menti, questo pattern di fratture si riscontra in strutture soggette a elevati carichi
di compressione e taglio.
La terza, e ultima, tipologia (Figura 1.4, Figura.1.5) è lo schiacciamento, è causa-
Figura 1.3: Fessurazione dovuta a compressione e taglio
to da un eccessivo carico di compressione, che supera la resistenza del materiale,
è la tipologia di frattura meno frequente, in quanto le stutture in muratura sono
progettate per lavorare con carichi molto bassi rispetto la loro resistenza massima,
di contro è anche la più pericolosa, poichè il collasso a causa di eccessiva com-
pressione è generalmente improvviso [47].
Dal punto di vista del comportamento globale,considerando muratura di buona
qualità, è possibile avere essenzialmente due tipologie di collasso: fuori piano o
nel piano.
La prima tipologia, il fuori piano (Figura 1.6), è la più frequente e può dipendere,
ad esempio, da collegamenti radi o inadeguati in senso trasversale tra le pareti e il
resto dell’edificio.
Il fuori piano è un meccanismo tipico in caso di sisma e si può mitigare con una
buona progettazione ed un corretto proporzionamento dei muri perimetrali.
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Figura 1.4: Lesioni da schiacciamento
Figura 1.5: Schiacciamento di un pilastro (da Mastrodicasa [48])
La seconda tipologia di meccanismo globale, invece, è causata dall’accoppiamen-
to di sforzi normali e di taglio (Figura 1.7).
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Figura 1.6: Meccanismo fuori piano
Figura 1.7: Meccanismo nel piano
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1.3 Modelli semplificati per le murature
Per modellare in maniera semplice il comportamento della muratura ci si può




dove lo "zero", "uno" e "due" si riferiscono al numero di parametri richiesti da
ciascun modello per descrivere il comportamento del materiale: nel caso 1d il
modello zero non necessita conoscere alcun parametro caratteristico del materiale,
nel modello uno è necessario definire il modulo elastico E e nel modello due, in
cui sono necessari due parametri, bisognerà fissare sia il modulo elastico E che
la resistenza a compressione fm. La resistenza a trazione con questi modelli è
sempre considerata nulla.
Di seguito una breve descrizione dei tre modelli.
1.3.1 Modello zero
Il modello zero, ovvero RNRT, dove RNRT sta per Rigido Non Resistente a Tra-
zione è il modello più semplice, per la sua applicazione non vi è la necessità di
conoscere alcun parametro meccanico.
Si considera il materiale infinitamente resistente a compressione e con resistenza
a trazione nulla.
In Figura 1.8 è riportato il diagramma tensione-deformazione del modello che
riproduce essenzialmente il modello proposto da Heyman, applicato al continuo
([1], [35]).
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Tale materiale è perfettamente rigido in compressione ed esibisce "allungamenti"
senza alcuna dissipazione di energia. In un materiale di questo tipo le fratture
stanno proprio a rappresentare gli allungamenti dovuti alle trazioni che il materia-
le, per sua natura, non può sopportare.
Poichè le fratture si creano ad energia zero e tensione zero, considerando la defini-
zione di elasticità per cui la tensione è determinata dalla deformazione T = f(ε),
il comportamento a trazione è elastico e reversibile.
A compressione, invece, il materiale è modellato come non elastico, infinitamente
rigido e con resistenza infinita.
La particolarità di questo modello sta nel non necessitare di alcun paramentro per
la modellazione del materiale: utilizzandolo la stabilità della muratura dipende
dalla geometria della costruzione.
Figura 1.8: Diagramma Tensione-deformazione modello zero
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1.3.2 Modello uno
Il modello uno (ENRT), Elastico Non Resistente a Trazione (diagramma tensione-
deformazione in Figura 1.9), richiede un singolo parametro per la modellazione
del materiale, per la cui scelta sono possibili due alternative:
1. considerare rigidezza finita con resistenza a compressione infinita;
2. considerare resistenza a compressione finita e rigidezza infinita.
La resistenza a trazione è sempre considerata nulla.
Con la prima scelta la muratura è modellata come un materiale iperelastico, con
modulo E noto.
Tale modello è stato ampiamente trattato in numerosi studi (vedi:[50], [51], [52],
[53], [54], [55], [56])
Figura 1.9: Diagramma Tensione-deformazione modello uno
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
1.3 Modelli semplificati per le murature 51
1.3.3 Modello due
Per il modello due (diagramma tensione-deformazione in Figura 1.10) sono ne-
cessari due parametri per la descrizione del materiale, ovvero il modulo elastico
E e la resistenza a compressione fm.
Questo modello è utile se si vogliono descrivere e studiare i meccanismi di col-
lasso descritti nel paragrafo 1.2.1 . Il materiale sottoposto a trazione continua a
essere elastico e la deformazione è rappresentata delle fratture. A compressione
invece, il materiale è elastico - perfettamente plastico.
Le deformazioni dovute alla trazione (fratture) sono ancora reversibili, mentre
le deformazioni dovute a compressione (lesioni da schiacciamento) non vengono
riassorbite se si azzera la compressione e si deforma il materiale in allungamento.
Figura 1.10: Diagramma Tensione-deformazione modello due
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Modello RNRT
Il modello utilizzato nella presente tesi di dottorato è il modello zero (RNRT),
per il quale non vi è la necessità di conoscere alcun parametro caratteristico della
muratura.
Tale modello consente l’utilizzo dei teoremi dell’analisi limite per le strutture mu-
rarie ed è possibile considerare campi di tensione e deformazione singolari; i cam-
pi di deformazione singolari vengono utilizzati normalmente nei modelli in cui si
considera perfetta plasticità, mentre l’uso di un campo di tensione singolare è stato
introdotto per la prima volta inconsapevolmente da Mery [57] e in maniera rigo-
rosa nel 2005 da Lucchesi, Silhavi e Zani [58].
Si considera un corpo Ω composto da materiale RNRT. Poichè tale materiale è
incapace di sopportare trazioni, la tensione deve essere semidefinita negativa,
T ∈ Sym−, (2.1)
la deformazione effettiva E∗ = (E(u)− E), in cui E rappresenta le deformazioni
assegnate, deve essere semidefinita positiva,
E∗ ∈ Sym+. (2.2)
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In aggiunta l’ipotesi di assenza di scorrimenti si traduce nella condizione di nor-
malità
T · E∗ = 0. (2.3)
Si assume, inoltre, che le tensioni applicate al bordo s soddisfino la seguente
condizione:
s · n < 0, ovvero s = 0, ∀ x ∈ ∂ΩN . (2.4)
Nel caso piano (n=2) le condizioni in 2.1 e 2.2 possono essere riscritte come segue:
trT ≤ 0, detT ≥ 0 , (2.5)
trE∗ ≥ 0, detE∗ ≤ 0. (2.6)
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2.1 Il problema dei valori al contorno
Si assume che il corpo Ω ∈ <n (con n = 2, 3), caricato sul bordo ∂ΩN da delle
trazioni s e soggetto a un dato spostamento u sulla parte del bordo vincolata ∂ΩD,
sia in equilibrio e sottoposto a piccoli spostamenti u a cui corrispondono le defor-
mazioni E(u).
Una struttura in muratura è identificata con l’insieme Ω = Ω ∪ ∂ΩD, ovvero la
regione di <n considerata chiusa su ∂ΩD e aperta sul resto del bordo.
Il problema dei valori al bordo si può descrivere come segue:
trovare un campo di spostamenti u , con una deformazione E e un campo di
tensione T tale che:
E∗ + E =
1
2
(∇u +∇uT ), E∗ ∈ Sym+, u = u su ∂ΩD , (2.7)
divT + b = 0, T ∈ Sym−, Tn = s su ∂ΩN , (2.8)
T · E∗ = 0, (2.9)
con n versore normale a ∂Ω.
2.1.1 Campi di tensione e deformazione singolari e delta di
Dirac
Da qui in poi ci si interesserà al caso piano (n = 2).
Considerando le equazioni di equilibrio in forma forte è necessario che il campo di
tensioni T sia differenziabile e che la sua derivata sia continua, utilizzando, invece,
la formulazione variazionale, se il materiale è elastico lineare, l’unica condizione
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necessaria sarà: √∫
Ω
T · T da <∞, (2.10)
Per alcuni materiali rigidi perfettamente plastici, come i materiali unilaterali che




T · T da <∞, (2.11)
ammettendo campi di tensione che sono solo di modulo integrabile, l’insieme




In tal senso T̃ che può essere decomposto nella somma di due parti
T̃ = T̃r + T̃s, (2.13)
dove T̃r è la parte assolutamente continua (T̃r è una densità per unità di area) e T̃s
è la parte singolare.
Si riscrive, quindi, l’equazione di equilibrio in forma variazionale:
∫
Ω
T · E(δu)da =
∫
∂ΩN
s · δu ds+
∫
Ω
b · δu da, ∀δu ∈ K0, (2.14)
dove K0 è l’insieme dei campi di tensione ammissibili. La presenza di tensioni
singolari porta alla necessità di modificare le condizioni al contorno.
Se la T non è regolare, la tensione emergente s(T) sulla parte caricata del bordo
∂ΩN (la sua traccia al bordo), non sarà data da Tn [59] , ma, essendo in questo
caso possibile che la T sia una delta di Dirac della forma T = Pδ(Γ) t⊗ t, e con-
siderando la linea di tensione Γ che attraversa il bordo nel punto X ∈ Γ con un
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angolo tale che t · n 6= 0, allora s(T) = P δ(X) t. Per quel che riguarda il campo
di spostamenti u, questo sarà compatibile se oltre ad essere sufficientemente rego-
lare per l’esistenza della corrispondente deformazione infinitesima E(u), soddisfa
anche le condizioni al contorno sulla parte del bordo vincolata ∂ΩD:
u = u, su ∂ΩD. (2.15)
Prendendo in esame le deformazioni, per materiali elastici lineari, considerando
sempre la formulazione variazionale, condizione necessaria è che:
√∫
Ω
E · E da <∞, (2.16)
per alcuni materiali rigidi perfettamente plastici (come i materiali unilaterali qui




E · E da <∞. (2.17)
Come già fatto per la tensione, campi di deformazione che siano solamente inte-




e quindi lo spostamento u ammette discontinuità finite.
Se E corrispondesse al ∇u allora per l’integrabilità di E si avrebbe che u ∈
BV (Ω), poichè E rappresenta la sola parte simmetrica di ∇u si avrà che u ∈
BD(Ω).
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Anche in questo caso Ẽ può essere scomposto in:
Ẽ = Ẽr + Ẽs, (2.19)
dove Ẽr è la parte assolutamente continua (Ẽr è una densità per unità di area) e Ẽs
è la parte singolare.
Se u ∈ BD(Ω), ovvero u può essere discontinuo, allora la condizione u =
u su ∂ΩD. perde di significato; per mantenere condizioni di tipo Dirichelet
sul bordo si assume che la muratura circondata con l’insieme Ω ∪ ∂ΩD e che
u = u su ∂ΩD.
Se si conosce E di x, per poter integrare le componenti Eαβ allo scopo di ottene-
re le componenti (che possono essere discontinue) uα di u, è necessario che sia
soddisfatta la seguente condizione di compatibilità:
E11,22 + E22,11 − 2E12,12 = 0, (2.20)
condizione che, nel caso di Ω semplicemente connesso, è anche sufficiente, in cui
un indice preceduto da una virgola, ad esempio α, rappresenta la derivata rispetto
xα.
Adottando per le strutture in muratura il modello unilaterale (non resistente a tra-
zione), è possibile ammettere che tensioni e deformazioni siano singolari, ovvero
che T ed E possano essere concentrati su delle linee (delta di Dirac).
Da un punto di vista matematico le delta di Dirac non sono funzioni in senso
stretto, in quanto assegnano un valore nullo a tutti i punti x ∈ Ω, eccetto per un
insieme di linee di Ω ∪ ∂ΩD sulle quali si assegna un valore infinito. Tali delta di
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Per quel che riguarda la deformazione, considerando campi di spostamento u di-
scontinui con un numero finito di discontinuità su un numero finito di archi Γ,
la deformazione E(u) consterà di una parte regolare Er, deformazione diffusa su
Ω− Γ e una parte singolare Es, nella forma di delta di Dirac concentrate su Γ.
I salti di u lungo Γ possono considerarsi rappresentativi delle fratture nel materia-
le. In Figura 2.1 viene rappresentata una frattura rettilinea che separa il corpo Ω
in due parti lungo in segmento Γ.
Figura 2.1: Spostamento discontinuo lungo una linea retta Γ, con tangente t e
normale m [da Angelillo [47]]
Lungo Γ il salto è denotato:
[[u]] = u+ − u−. (2.22)
Dove u+ è lo spostamento nella direzione di m.
Il campo di spostamenti è costante a tratti, con discontinuità lungo Γ. Il salto di u
può essere scomposto nelle componenti normale e tangenziale:
∆v = [[u]] ·m , ∆w = [[u]] · t, (2.23)
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con t e m la tangente e la normale a Γ.
Da sottolineare che, per l’incompenetrabilità, per ogni frattura, deve valere la con-
dizione per cui ∆v ≥ 0.
La deformazione E corrispondente ad un campo di spostamento costante a tratti è
nulla su tutto Ω− Γ e singolare su Γ:





Per quel che riguarda la tensione, se il campo di tensione T non è singolare,
per l’equilibrio, la tensione emergente su una possibile linea di discontinutà Γ
dovrà essere continua, quindi, su ogni punto regolare di Γ, T dovrà soddisfare la
condizione:
(T+ − T−)m = 0 , (2.25)
con m la normale a Γ e T+ la tensione sul lato di Γ nella direzione di m.
Se T è singolare, ovvero una delta di Dirac su Γ, anche la parte di T emergente su
Γ potrà essere discontinua. In questo caso, quindi, la parte emergente
q = (T+ − T−)m , (2.26)
per essere in equilibrio, dovrà essere bilanciata dalla tensione concentrata su Γ
(Figura 2.2).
Considerando la notazione della Figura2.2, la parte singolare di T su Γ è:
Ts = Nδ(Γ)t⊗ t. (2.27)
Chiamando p e q le componenti, rispettivamente, tangenziale e normale di q, e ρ la
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Figura 2.2: Forze agenti su una curva Γ [da Angelillo [47]]
curvatura di Γ, per l’equilibrio dovranno essere soddisfatte le seguenti equazioni:
N
′
+ p = 0 , Nρ+ q = 0 . (2.28)
Quindi se Γ è una linea retta, allora q dovrà essere zero.
2.1.2 Funzione di Airy
In assenza di forze di volume (b = 0), le equazioni di equilibrio ammettono una
soluzione in termini della funzione scalare F :
T11 = F,22 , T22 = F,11 , T12 = −F,12 , (2.29)
la 2.29 è la soluzione generale delle equazioni di equilibrio nel caso i carichi siano
bilanciati su ogni contorno chiuso che delimita Ω (vedi Gurtin [60]).
Le condizioni al bordo, devono, quindi, essere riformulate in termini di F .
Chiamando x(s) la parametrizzazione di ∂ΩN lungo l’arco, le condizioni al bordo
in termini di F diventano:
F (s) = m(s) ,
dF
dv
= n(s) su ∂ΩN , (2.30)
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dove dF
dv
è la derivata normale di F sul bordo, e n(s) e m(s) sono la forza e il
momento di contatto prodotti dalle trazioni s(s) su di una trave 1d avente la stessa
forma di ∂Ω e tagliata in s = 0.
Un campo di tensione non singolare è rappresentato da una funzione F liscia (Fi-
gura 2.3a), mentre un campo di tensione singolare è rappresentato da una funzione
F con delle pieghe (Figura2.3b).
La proiezione di una piega di F sulla piattaforma Ω si denota con Γ. Su una piega
Figura 2.3: Funzione delle tensioni di Airy liscia (a) e non liscia (b) [da Angelillo
[47]]
di F , la derivata seconda di F rispetto la normale m a Γ è una delta di Dirac con
supporto su Γ, quindi, l’Hessiano H(F ) della funzione di tensione F lungo Γ è:
H(F ) = ∆mFδ(Γ)m⊗m, (2.31)
dove ∆mF è il salto di pendenza di F nella direzione della normale m.
Considerando le relazioni di Airy, la parte singolare della tensione è:
Ts = Nδ(Γ)t⊗ t, (2.32)
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dove le forze assiali di contatto N sono date da:
N = ∆mF. (2.33)
2.1.3 Il problema di equilibrio per materiali RNRT: campo di
tensione statisticamente ammissibile
Un campo di tensione T equilibrato è detto staticamente ammissibile per il mate-
riale RNRT se è equilibrato e soddisfa le condizioni per il materiali RNRT (2.5).
L’insieme dei campi di tensione staticamente ammissibili H è:
H = {T ∈ S(Ω) : divT + b = 0 , Tn = s su ∂ΩN , T ∈ Sym−} , (2.34)
con S(Ω) spazio di funzioni scelto di conveniente regolarità.
Per campi di tensione T non lisci è necessario riformulare le equazioni differen-
ziali di equilibrio, in quanto in questo caso le derivate di T non esistono in senso
stretto, si può considerare l’equilibrio in forma variazionale utilizzando il princi-
pio dei lavori virtuali.
Introducendo un insieme di spostamenti virtuali:
δK = {δu ∈ S∗(Ω) : δu = 0 su ∂ΩD}, (2.35)
il campo di tensione T sarà equilibrato con i carichi (s,b) se e solo se vale:
∫
∂ΩN
s · δu +
∫
Ω
b · δu =
∫
Ω
T · E(δu) , ∀δu ∈ δK, (2.36)
con S∗(Ω) spazio funzionale di conveniente regolarità.
Per ogni campo di spostamenti T staticamente ammissibile, è possibile effettuare
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la seguente partizione del dominio Ω = Ω ∪ ∂ΩD:
Ω1 = {x ∈ Ω : trT ≤ 0 , detT ≥ 0} , (2.37)
Ω2 = {x ∈ Ω : trT ≤ 0 , detT = 0} , (2.38)
Ω3 = {x ∈ Ω : T = 0}. (2.39)
Rappresentando il campo di tensione T con la sua decomposizione spettrale:
T = σ1 k1 ⊗ k1 + σ2 k2 ⊗ k2 , (2.40)
Ω1 è la parte del dominio soggetta a regime di compressione biassiale (σ1 <
0 , σ2 < 0), Ω2 è soggetta a compressione unisassiale (T = σk ⊗ k , σ < 0)
e Ω3 è la parte del dominio inerte. La forma e la regolarità di queste regioni del
dominio dipendono dalla regolarità di T.
Anche nel caso in cui si considerano delta di Dirac con supporto su un numero
finito di archi regolari per cui Ωi può degenerare, è comunque possibile in modo
abbastanza semplice identificare le diverse partizioni del dominio Ω.
2.1.4 Concavità della funzione di Airy
Come precedentemente detto, in assenza di forze di volume (b = 0), è possibile
esprimere un campo di spostamenti staticamente ammissibile in termini della fun-
zione scalare F , detta soluzione di Airy. Quindi le 2.5 , riscritte in termini di F
diventano:
trT = F,11 + F,22 ≤ 0 , detT = F,11F,22 − F 2,12 ≥ 0 , (2.41)
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l’Essiano H(F ) sarà semidefinito negativo e la funzione di tensione F dovrà es-
sere concava; in assenza di forze di volume, quindi, la ricerca della soluzione di
equilibrio per un materiale rigido non resistente a trazione si traduce nella ricer-
ca di una funzione F che sia concava assegnando alla parte del bordo ∂ΩN uno
specifico valore e una specifica pendenza.
2.1.5 Il problema di cinematico: campo di spostamenti cine-
maticamente ammissibile
Un campo di spostamenti u è detto cimenaticamente ammissibile quando soddi-
sfa le condizioni al contorno u = u su ∂ΩD per cui la corrispondente deforma-
zione effettiva E∗ = (E(u) − E) ∈ Sym+, ovvero se soddisfa le condizioni 2.6.
L’insieme K dei campi di spostamento ammissibili è il seguente:
K = {u ∈ T (Ω) : u = u su ∂ΩD , (E(u)− E) ∈ Sym+} , (2.42)
dove Ω = Ω ∪ ∂ΩD e T (Ω) è uno spazio di funzioni di conveniente regolarità.
Avendo a che fare con un materiale rigido non resistente a trazione si ammette
che la funzione u abbia discontinuità finite.
Poichè la derivata di u non esiste in senso stretto e la sua traccia su ∂ΩD non è
ben definita, la relazione tra E e u deve essere scritta in forma debole, è possibile
farlo sfruttando la forma variazionale usando il principio dei lavori virtuali.
Considerando l’insieme dei campi di spostamenti virtuali:
δH = {δT ∈ T ∗(Ω) : divδT = 0 , δTn = 0 su ∂ΩN} , (2.43)
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δT · E =
∫
Ω
δT · E(u) , ∀δT ∈ δH, (2.44)
con T ∗(Ω) uno spazio di funzioni di conveniente regolarità.
In particolare, se lo spostamento presenta salti finiti su di una linea Γ, le deforma-
zioni hanno la forma:





e le restrizioni del materiale NRNT impongono che sia:
∆ω = 0 , ∆u ≥ 0, (2.46)
ovvero il salto può essere solo di puro distacco e sono impediti gli scorrimenti.
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2.2 Analisi limite applicata alle murature
Come visto, per lo studio dell’equilibrio dei materiali rigidi non resistenti a tra-
zione sia gli spostamenti che le forze sono soggette a determinate condizioni di
compatibilità: per l’esistenza di un campo di spostamenti cinematicamente am-
missibile e di un campo di tensione staticamente ammissibile è necessario che
siano soddisfatte determinate condizioni al contorno.
Considerando la definizione dei materiali RNRT, si può notare come le condizioni
2.2 e 2.3 sono equivalenti alla regola di normalità della deformazione totale ri-
spetto al cono dei possibili stati di tensione ammissibili (Figura 2.4).
La condizione di normalità è la condizione chiave che permette l’utilizzo dell’a-
Figura 2.4: Dominio degli stati ammissibili per la muratura
nalisi limite e dei suoi teoremi statico e cinematico ai materiali RNRT [61].
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Si definisce collasso plastico lo stato per cui una struttura, completamente o solo
su una sua parte, mostra un’accelerazione incontrollata causata dai carichi (s,b).
Durante un collasso le tensioni e gli spostamenti crescono in maniera indefinita
su tutta la struttura o solo su una sua parte, le parti del campo di tensione e di
spostamento che mostrano una crescita indefinita vanno a definire il meccanismo
di collasso.
Il campo di tensione σa è un campo di tensione staticamente ammissibile se
soddisfa le seguenti equazioni:
∂T aij
∂xi
+ bi = 0 , x ∈ V, (2.47)
T aijnj = si , x ∈ ∂V, (2.48)
ovvero l’equazione di equilibrio (2.47) e le condizioni al bordo (2.48), con n
normale uscente a V . Si ha inoltre la condizione di compatibilità:
f(T a) ≤ 0 . (2.49)
Si definisce carico ammissibile il sistema (s,b) in equilibio con la tensione ammis-
sibile T a, e l’insieme (s,b,Ta) viene detto equilibrato.
Il campo di tensione T s è detto staticamente sicuro se oltre a soddisfare le equa-
zioni 2.47 e 2.48, soddisfa anche la seguente condizione di compatibilità:
f(Ta) < 0 . (2.50)
Considerando il campo della velocità di spostamento u̇0 che soddisfa le condizioni
cinematiche sulla parte vincolata del dominio Ω:
u̇0 = u̇0 , x ∈ ∂ΩD , (2.51)
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il corrispondente campo di velocita di deformazioni infinitesime, che soddisfa le










) , x ∈ Ω, (2.52)
e l’insieme (u̇0,E0) rappresenta un cinematismo ammissibile.
2.2.1 Teoremi dell’analisi limite
I teoremi dell’analisi limite, statico e cinematico, possono essere enunciati in una
maniera molto semplice e intuitiva come segue:
1. per il teorema statico dell’analisi limite una struttura non collasserà sot-
to determinate condizioni di carico se esiste almeno un campo di tensione
staticamente ammissibile che sia in equilibrio con i carichi esterni,
2. per il teorema cinematico dell’analisi limite una struttura collasserà sotto-
posta a determinate condizioni di carico se esiste almeno un campo di spo-
stamenti cinematicamente ammissibile per cui il lavoro dei carichi esterni è
maggiore della dissipazione interna.
2.2.2 Teoremi dell’analisi limite per materiali RNRT
Volendo enunciare i teoremi dell’analisi limite in maniera specifica per materiali
rigidi non resistentia trazione si ha:
1. per il teorema statico dell’analisi limite, una particolare condizione di ca-
rico (s, b) non causa il collasso della struttura se esiste almeno un campo
di tensione equilibrato che sia di pura compressione ed in equilibrio con i
carichi,
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2. per il teorema cinematico dell’analisi limite, una certa condizione di carico
applicata ad una struttura ne causerà il collasso se esiste almeno un campo
di spostamenti cinematicamente ammissibile (u), per cui i carichi (s, b)
svolgono lavoro positivo.




Il lavoro si concentra sullo studio dell’equilibrio delle volte in muratura modellate
come composte di materiale RNRT.
L’approccio più utilizzato sino ad ora per tale studio e stato di tipo analitico, sfrut-
tando i teoremi dell’analisi limite nell’ambito delle ipotesi tipiche per i materiali
unulaterali.
Negli ultimi anni il numero di lavori presenti in letteratura riguardo materiali si-
mili alla muratura è andato ampliandosi; si ha un vasto contributo dall’Università
di Salerno, a partire dal lavoro sul Lumped Stress Method [62], poi applicato alle
volte nei lavori di Fraternali et al [63], Angelillo & Fortunato [17], Fraternali [18],
e recentemente da Angelillo et al in [20]; è, inoltre, importante ricordare i lavori
di O’Dwyer [10], Block [11], Block et al [64], Vouga et al [12], De Goes et al
[13], Block & Lachauer [14] e Miki et al [15].
Altri lavori interessanti sono quello di Calladine in [65], con uno studio sulle sca-
le elicoidali trattate con il modello della membrana elastica, e i lavori di Block
[11], Angelillo [21], [22] e Angelillo et al [66], in cui viene nuovamente trattato
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l’argomento delle scale utilizzando, in questo caso, il modello unilaterale.
Una volta in muratura è stabile se è possibile trovare un qualsiasi campo di ten-
sione ammissibile, ossia equilibrato e compatibile con le restrizioni unilaterali.
Ammettendo la presenza di tensioni singolari si andrà a ricercare un campo di
tensioni ammissibili concentrato su superfici o linee interne alla volta.
La volta in muratura viene considerata come una membrana unilaterale, la cui
geometria ammette una descrizione alla Monge il cui equilibrio è formulato alla
Pucher, ovvero considerando le tensioni proiettate sulla piattaforma Ω.
Considerando solo carichi verticali il problema si riduce ad una equazione diffe-
renziale di secondo ordine in due variabili, nella quale la funzione di forma f e
la funzione di tensione F appaiono in maniera simmetrica e quindi sono perfetta-
mente intercambiabili.
L’ipotesi di materile unilaterale richiede che la funzione di forma ricada all’inter-
no della volta e che la funzione di tensione sia concava. Di norma per otterene la
senconda condizione è necessario modificare la funzione di forma fino a trovare
una superfice la cui funzione di forma associata sia concava.
L’assunzione di materiale unilaterale rende in un certo senso la volta in muratura
come una struttura indeterminata in cui la membrana che supporta il carico deve
adattare la sua forma per soddisfare i vincoli propri del materiale unilaterale.
La ricerca della coppia superficie di tensione ammissibile (concava) e funzione di
forma interna alla volta può essere effettuata in maniera iterativa, partendo indif-
ferentemente da una funzione di forma iniziale (f ) o di tensione iniziale (F ) note.
Scopo di questo lavoro è stato la creazione di un codice per effettuare tale ricerca
in maniera automatica, partendo da una funzione di forma o di tensione nota.
Il codice attraverso un processo di ottimizzazione ricerca una soluzione ammissi-
bile per la struttura.
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3.1.1 Descrizione del metodo
Per la costruzione dello schema iterativo è stata considerata l’approssimazione
della formulazione variazionale dell’equazione trasversale di equilibrio, ottenuta
discretizzando sia la funzione di forma f che la funzione di tensione F sulla stessa
mesh, considerando quindi una rappresentazione simpliciale delle due funzioni.
Per l’approssimazione dell’Hessiano viene adottato il metodo LSM ([62]). Per
iniziare il processo di ottimizzazione si può, indifferentemente, partire da una
funzione di forma f o o da una funzione di tensione F o.
Se si sceglie di partire da una forma f o nota, si dovranno assegnare dei valori al
bordo F ∗ per la funzione di tensione F e la soluzione dell’equazione approssimata
dell’equilibrio trasversale in forma variazionale darà come soluzione la funzione
di tensione F (f o, F ∗) corrispondente a quella particolare funzione di forma e in
equilibrio con i carichi.
Il problema è lineare, e può essere scritto come segue:
A(f o)F = b(F *), (3.1)
ovvero:
F (f o, F *) = A-1(f o)b(F *). (3.2)
È necessario introdurre una funzione obiettivo Conc(F ) che effettui una "misura"
del grado di concavità di F (f o, F ∗) su Ω.
Assumendo che la funzione di forma f o sia fissata e le condizioni al bordo F ∗
incognite, si può esplicitare Conc(F ) in termini di F ∗:
C(F ∗) = Conc(A−1(f o)b(F ∗)), (3.3)
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è quindi possibile determinare i valori migliori per il dato al bordo F ∗.
Se a fine calcolo, trovata la funzione di tensione F , corrispondente alla funzio-
ne di forma f o ed in equilibrio col carico dato, questa risulta concava, si potrà
interrompere la procedure in quanto la coppia (f o, F ) è rappresentativa di uno
stato di equilibrio accettabile per la muratura. Se, invece, F non risulta concava,
sarà necessario modificarla concavizzandola, si avrà quindi una nuova funzione
di tensione nota F o che verrà utilizzata per ripetere il processo di ottimizzazione,
stavolta ricercando la funzione di forma f corrispondente alla funzione di tensio-
ne F o.
In quest’ultimo caso, poichè si ricerca la funzione di forma, la funzione obiettivo
sarà lo scarto quadratico medio di f dalla superfice media della volta.
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3.2 Formulazione di equilibrio
3.2.1 Geometria
La geometria di una volta in muratura può essere descritta attraverso le superfici
di intradosso e estradosso.
Con la soluzione di equilibrio qui proposta si assume che il carico applicato sulla
volta sia portato da una membrana S di spessore s interna alla volta stessa. La
geometria di tale membrana S non è fissata, ma può essere modificata e distorta,
con l’unico vincolo che resti interna alla struttura.
La superficie S, che deve essere continua ma non necessariamente liscia, può es-
sere rappresentata attraverso la descrizione di Monge.
Utilizzando tale rappresentazione, la posizione x di un qualsiasi punto della su-
perficie S ha un vettore posizione le cui componenti cartesiane si scrivono:
x = {x1, x2, f(x1, x2)} {x1, x2} ∈ Ω, (3.4)
dove:
- Ω è un dominio bidimensionale, il cui bordo ∂ Ω è composto da un numero
finito di curve di normale uscente n, ed è chiamato piattaforma di S,
- {x1,x2} sono le coordinate curvilinee su S ,e corrispondono alle coordinate
Cartesiane di x sulla piattaforma Ω,
- x3=f (x1,x2) è l’elevazione della membrana. f ∈ Co(Ω).
In Figura 3.1 la superficie S è mostrata una vista tridimensionale.
I versori associati al sistema di coordinate cartesiano sono {e1,e2,e3}.
La membrana è caricata da forze esterne q, definite per unità di area di S e bilan-
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ciate dalla tensione generalizzata di membrana T, le cui componenti sono rappre-
sentate in Figura 3.1.
Figura 3.1: Membrana e superficie delle tensioni (a), base covariante (b), tensioni
(c).
La base covariante su S, associata alle coordinate curvilinee {x1, x2}, è:
a1 = {1, 0, f,1}; , a2 = {0, 1, f,2}; , a3 =
1
J
{−f1,−f2, 1} , (3.5)
in cui la virgola seguita dall’indice, ad esempio i, denota la derivata rispetto ad xi,
e a3 coincide con la normale unitaria m a S.
J =
√
1 + f,21 +f,
2
2 è il determinante Jacobiano.





{1 + f 2,2 , −f,1f,2 , f,1} , a2 =
1
J2
{−f,1f,2 , 1 + f 2,1 , f,2} , (3.6)
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3.2.2 Equilibrio membranale nella forma di Pucher
Qui si i seguono gli sviluppi presentati in [17], di cui, di seguito, si fa una breve
sintesi.
La tensione di membrana su S è definita da un tensore di tensione di superficie T,
è rappresentata nella base covariante (3.5) come segue:
T = Tαβaα ⊗ aβ . (3.7)
In 3.7, Tαβ sono le componenti controvarianti di T, e si considera valida la con-
venzione di sommatoria sulle lettere greche ripetute α, β, γ...=1,2.
Le componenti controvarianti della tensione risultano utili ai fini del calcolo ma
non hanno significato fisico, è quindi necessario trasformare tali componenti in
componenti cartesiane, per semplificare la lettura e la comprensione dei risultati
dell’analisi.
In equilibrio la divergenza della tensione di superficie T bilancia il carico
q = {q1, q2, q3}, definito per unità di superficie su S:
∂
∂xγ
(Tαβaα ⊗ aβ)aγ + q = 0. (3.8)
Il metodo più efficiente per descrivere l’equilibrio di membrana su un guscio sot-
tile sottoposto ad un certo carico q si deve essenzialemente a Pucher [24].
Le componenti controvarianti della tensione generalizzata Tαβ sulla superfice di
membrana sono trasformate in componenti della tensione proiettata Sαβ=J Tαβ
sulla piattaforma Ω, perciò dall’equazione (3.8) proiettata su una base non orto-
normale {e1 , e2 ,m = a3} si ottiene:
S11,1+S12,2+p1 = 0 , S21,1+S22,2+p2 = 0 , Sαβf,αβ−pγf,γ+p3 = 0 , (3.9)
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dove p = Jq è il carico per unità di area proiettata.
Utilizzando le tensioni proiettate le prime due equazioni di equilibrio appaiono
identiche a quelle che si scrivono nel caso piano.
Considerando solo carichi verticali, ovvero p = {0, 0,−p}, il problema può es-
sere risolto in termini della funzione di tensione di Airy F (x1, x2), nella forma
seguente:
S11 = F,22 , S22 = F,11 , S12 = S21 = −F,12. (3.10)
Per carichi verticali, l’equazione di equilibrio trasversale (3.9)3 corrisponde al-
l’equilibrio delle tensioni generalizzate con la componente verticale del carico
p3 = −p.
Grazie all’utilizzo della funzione di tensione di Airy la (3.9)3 può essere riscritta
come segue:
F,22f,11 + F,11f,22 − 2F,12f,12 = p. (3.11)
3.2.3 Tensioni singolari e l’equilibrio nelle membrane unilate-
rali
La muratura viene descritta come un continuo composto da materiale Rigido Non
Resistente a Trazione (RNRT) considerando la descrizione di Heyman, questa
assunzione implica la necessità di imporre alcuni vincoli: la tensione generalizzata
T deve essere semidefinita negativa e non produce lavoro per la corrispondente
deformazione E. Tale deformazione è semidefinita positiva:
T ∈ Sym− , E ∈ Sym+ , T · E = 0. (3.12)
La prima applicazione della trasformazione di Pucher per materiali RNRT è sta-
ta effettuata da Angelillo e Fortunato in [17], dove viene mostrato che, a causa
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delle restrizioni imposte dal materiale RNRT, sia il tensore della tensione di su-
perficie che la matrice delle tensioni proiettate devono essere semidefiniti negativi.
In termini della funzione di tensione F , tale condizione può essere scritta come
segue:
F,11 + F,22 ≤ 0 , F,11F,22 − F 2,12 ≥ 0, (3.13)
quindi F (x1, x2) deve essere concava.
Se F è solo continua può avere delle pieghe; in tal caso la tensione proiettata è
una delta di Dirac con supporto lungo la proiezione Γ su Ω della linea di piega.
L’Hessiano H di F è singolare trasversalmente a Γ, ovvero ha una parte singolare
parallela al vettore unitario h normale a Γ. Corrispondentemente la derivata dire-
zionale di F nella direzione di h, detta F · h, esibisce un salto.
Pertanto, la parte singolare dell’Hessiano H di F può essere scritta come:
Hs = δ(Γ)∆Fhh⊗ h, (3.14)
δ(Γ) è la delta di Dirac lineare su Γ e ∆Fh il salto di pendenza lungo la direzione
h.
Analogamente la parte singolare della tensione proiettata, corrispondente a F
(vedi (3.10)) è una delta di Dirac su Γ nella forma:
Ss = δ(Γ)∆Fkk⊗ k, (3.15)
Dove k è la tangente unitaria a Γ.
La concavità di F implica la concavità della piega Γ. Inoltre ∆Fk è negativa e la
corrispondente tensione singolare proiettata su Γ è di compressione.
Come conseguanza dell’analisi precedentemente descritta, il problema di equili-
brio per la membrana unilaterale S, sottoposta a carichi verticali, consiste nella
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ricerca di una funzione di tensione concava F (x1, x2) che soddisfi l’equazione
(3.11), con l’imposizione di condizioni al bordo di tipo Dirichelet o Neumann,
rispettivamente:
F (x1(s), x2(s)) = g(s) o
dF
dn
(x1(s), x2(s)) = h(s) su ∂Ω, (3.16)
s è la parametrizzazione del bordo ∆Ω con la lunghezza d’arco, e g(s) e h(s) il
momento interno di contatto e la forza assiale prodotti dalle trazioni su una trave
1d di forma ∂Ω.
Si può notare che le componenti normale (σ) e tangenziale (τ ) della trazione ap-
plicata al bordo possono essere definite in termini delle condizioni al bordo g e h
come segue:
σ(s) = g/ss(s), τ(s) = −h/s(s), (3.17)
in cui il simbolo / seguito da indici rappresenta la derivata covariente sul bordo.
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3.3 Schema computazionale
Scopo di questo lavoro è l’implementazione di un codice iterativo di ottimizza-
zione in grado di automatizzare la ricerca alternata della funzione di tensione,
partendo dalla forma e viceversa.
Per illustrare la procedura numerica, nel seguito vengono considerati tre esempi
tipici: la volta a vela, la volta a crociera e la volta a padiglione, tutte su piattaforma
Ω rettangolare.
Per iniziare il processo di ottimizzazione si è scelto di partire da una funzione
di forma f o nota, considerando un’approssimazione della superficie media della
volta ottenuta discretizzando linearmente la descrizione di Monge della superficie
su una mesh triangolare.
Per l’approssimazione della soluzione del problema di equilibrio si parte dalla










È facile, infatti, dimostrare che l’equazione (3.93), considerando condizioni al
bordo di tipo Dirichlet, è ottenuta come equazione di Eulero associata alla condi-
zione:
δE(F ) = 0. (3.19)
Negli esempi che qui si trattano, la forma iniziale della superficie media descritta
da f° è assegnata in modo analitico e l’approssimazione simpliciale della super-
ficie stessa viene generata utilizzando i valori che la funzione f° assume sui nodi
della triangolazione.
Per permettere il calcolo sul bordo degli Hessiani di f o ed F , è necessario conside-
rare un dominio ampliato rispetto alle reali dimensioni della volta sia per la mesh
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triangolare che per la funzione di forma f o, aggiungendo una striscia di elementi
lungo tutto il bordo della mesh triangolare e prolungando la funzione di forma su
questa parte aggiuntiva del dominio; in questo primo passo la funzione di tensione
viene calcolata, invece, sulla sola parte non ampliata del dominio.
La regione Ω è discretizzata utilizzano due mesh complementari e sovrapposte, la
mesh primaria (Figura.3.2.a) e la mesh duale (Figura.3.2.b).
La prima è una mesh triangolare regolare, la seconda è formata da esagoni i cui
baricentri coincidono con i nodi della mesh primaria.
Da qui in poi x1 verrà denomitato x e x2 verrà denominato y.
Figura 3.2: mesh primaria (a) e mesh duale (b)
La superficie f o, e qualsiasi altra superficie f ottenuta durante il processo di
ottimizzazione è lineare a tratti, in quanto superficie generata dai valori che f o
assume in corrispondenza dei nodi della mesh primaria formata da triangoli. La
curvatura di f o è quindi singolare, ovvero una delta di Dirac lineare concentrata
lungo lo scheletro della mesh primaria.
Utilizzando l’approssimazione LSM ([62]), la mesh duale è utilizzata per effet-
tuare una media di queste singolarità in ogni nodo della mesh primaria.
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Al fine di ridurre gli effetti di anisotropia artificiale dovuti alla mesh, vengono uti-
lizzate due mesh primarie (mesh1,mesh2) per l’approssimazione della funzione di
forma f (e, in seguito, della funzione di tensione F ), che si differenziano tra loro
in quanto presentano elementi diagonali mutuamente trasversali.
La soluzione, trovata alla fine di ogni step del processo di ottimizzazione, vie-
ne ricavata sovrapponendo i risultati ottenuti utilizzando le due mesh (mesh1 e
mesh2).
In base alla approssimazione LSM, la matrice Hessiana viene calcolata per ogni
nodo della mesh primaria attraverso una media, effettuata sulla mesh duale, delle
curvature (in questo caso delle delta di Dirac) concentrate sulle interfacce della
mesh convergenti nel nodo interessato (Figura 3.3).
Il problema differenziale regolato dall’equazione 3.18 è risolvibile univocamente
Figura 3.3: Proiezione e approssimazione della curvatura
solo imponendo opportune condizioni al contorno sulla funzione F. Qui si è scelto
di imporre condizioni al contorno di tipo Dirichlet, ovvero si considera assegnato
il valore al bordo F ∗ = F/∂Ω di F .
Considerando la funzione numerica F ∗ come incognita,si ottiene un repertorio di
soluzioni equilibrate dipendenti da F ∗. I valori ottimali di F ∗ per le condizio-
ni al bordo vengono trovati tramite un opportuno processo di ottimizzazione. Il
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problema differenziale discretizzato può essere formalizzato come segue:




− p = 0 , (3.21)
AIIFI + AIBFB − p = 0, (3.22)
in cui qui F rappresenta il vettore dei valori nodali di F , il pediceI indica i nodi




II (p− AIBFB). (3.23)
È possibile sia lasciare tutti i valori del bordo come incogniti, facendoli trovare
tutti mediante il processo successivo di ottimizzazione, sia fissare alcuni di tali






dove l’apice fix indica i valori nodali del bordo fissati e unk quelli lasciati in-
cogniti. Risolvendo l’equazione (3.23) si ottiena la funzione di tensione F . L’e-
quazione (3.20) da cui si è partiti per otterene la soluzione (3.23), non è altro che
l’equazione (3.1), questa si ottiene dalla (3.18) come descritto di seguito.




ΣaαβF,α F,β +ΣpF ; (3.25)
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e considerando la condizione (3.19) si ottiene:
ΣaαβF,α F,β +Σp = 0. (3.26)
Dalla (3.26) è possibile risalire al sistema lineare (3.1), considerando che la ma-
trice A è la matrice dei coefficienti della F relativa alla parte di mesh interna
(Fig.3.4b), ovvero la parte icognita della funzione di tensione, e il vettore b è il
vettore dei coefficienti delle F ∗ = F/∂Ω (Fig.3.4a) a cui si sottrae il carico p.
Per il calcolo del termine ΣaαβF,α F,β , dell’equazione (3.26) per ogni nodo si
Figura 3.4: Costruzione della matrice dei coefficienti
calcola:
aαβF,α F,β = f22ΣF,1F,1 + f11ΣF,2F,2 + 2f12ΣF,1F,2; (3.27)
dove fij è l’Hessiano nel nodo considerato e F,α, F,β sono i gradienti della fun-
zione di tensione F calcolati sui triangoli della mesh facenti parte dell’elemento
duale del nodo considerato (Figura 3.3).
Effettuato il calcolo, la (3.26) viene mediata sull’elemento duale.
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3.3.1 Funzione obiettivo
Come già detto per trovare la soluzione è necessario imporre i valori al bordo,
che verranno trovati grazie al processo di ottimizzazione. È quindi necessario
scegliere una funzione obiettivo da minimizzare. La funzione di ottimizzazione
scelta per forzare la concavità della funzione di tensione è la seguente:
Ψ =

0 x ≤ 0 , y ≤ 0
x2 x > 0 , y < 0
y2 x < 0 , y > 0





















dove le Hij sono le componenti dell’Hessiano della funzione di tensione.
La funzione da minimizzare è:
∫
Ω
Ψ dΩ , (3.31)
Minore è il valore trovato durante il processo di ottimizzazione più la matrice
Hessiana sarà vicina ad essere una matrice semidefinita negativa.
In Fig.3.5 è mostrata la funzione obiettivo, questa funzione assume valore zero
nella parte ammissibile del dominio.
Tramite l’equazione (3.23) è ora possibile calcolare la funzione di tensione F .
Avendo utilizzato due differenti mesh, si ottengono due funzioni di tensione : la
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Figura 3.5: Funzione obiettivo
F verrà valutata sovrapponendo queste due funzioni e prendendo da ciascuna le
zone che più si avvicinano ad una funzione concava.
Se la funzione trovata risulta concava la volta è sottoposta a sola compressione e
la soluzione è accettata senza necessità di nuove iterazioni. In caso contrario si
procede con una nuova iterazione rendendo concava la funzione trovata, mediante
la generazione del convex hull della funzione di tensione stessa. La superficie
concava così ottenuta è utilizzata come dato, mentre la funzione di forma diviene
l’incognita.
Attraverso la procedura prima descritta si ottiene, scambiando il ruolo di forma e
tensione, una nuova forma corrispondente alla funzione di tensione data.




(f − f o)2 dΩ. (3.32)
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3.4 Esempi
Per illustrare la procedura presentata nel paragrafo precedente si utilizzano tre
esempi.
Si considerano tre tipologie di strutture voltate: volta a vela, volta a crociera e
volta a padiglione.
Si ricorda che, data la natura puramente geometrica del problema considerato, non
vi è alcuna necessità di specificare le unità di misura per le lunghezze e le forze:
il problema è indipendente dalla scala.
3.4.1 Volta a vela
Come funzione di forma iniziale f o si considera il paraboloide più prossimo alla
superficie media della volta (Figura3.6):
f o = H − 2H
L2
(x2 + y2). (3.33)
Per fissare le idee, si assume H = 3 e L = 5.
La griglia della mesh primale introdotta sulla piattaforma Ω ha lato e = 0.5, di
conseguenza il bordo viene ampliato di 0.5 su ogni lato.
Quale carico assegnato si impone un carico trasversale uniforme di valore
p = −1.
Attraverso il processo di ottimizzazione, usando la (3.28) si ottiene Ψ = 0, ovvero
una funzione di tensione concava.
Sostituendo i valori ottimizzati delle condizioni al bordo nella (3.23) si ottiene la
funzione di tensione mostrata in Figura 3.7.
Essendo la funzione di forma F trovata concava, la struttura è sottoposta a ten-
sioni di sola compressione e la soluzione può essere accettata senza necessità di
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
88 Applicazioni
Figura 3.6: Funzione di forma iniziale f o per la volta a vela
Figura 3.7: Funzione di tensione ottimizzata F o corrispondente alla funzione di
forma f o
effettuare altre iterazioni. In Figura 3.8 sono mostrate le direzioni principali di
tensione.
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Figura 3.8: Direzioni principali di tensione
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3.4.2 Volta a crociera
Per il processo di ottimizzazione si parte, anche in questo caso, con una funzione
di forma f o nota, si è scelto di partire dalla superficie media interna alla volta




r2 − x2, |x|< |y|√
r2 − y2, |x|≥ |y|
, (3.34)
La lunghezza del lato della volta è stato fissata a L=5 e il raggio r = 7.
Figura 3.9: Funzione di forma iniziale f o per la volta a crociera
La griglia della mesh primale introdotta sulla piattaforma Ω ha un lato e = 0.5,
e il bordo, sia della volta che della mes,h è stato ampliato di 0.5 su ogni lato per
permettere il calcolo della curvatura sul bordo reale della volta.
Quale carico assegnato si impone un carico trasversale uniforme di valore
p = −1.
Tramite l’utilizzo della funzione obiettivo (3.28), grazie al processo di ottimizza-
zione, alla prima iterazione si ottiene Ψ = 291 e tramite la (3.23) si ottengono le
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funzioni di tensione in Figura.3.10.
Sovrapponendo le due soluzioni, scegliendo le parti in maniera che la superficie
Figura 3.10: Funzioni di tensione risultanti dalle sue mesh (mesh1 e mesh2)
risultante sia "la più concava possibile" ed estendendo questo risultato, per ora
relativo alla sola parte reale della mesh, alla parte "fittizia" della volta, si ottiene
la funzione di tensione in Figura 3.11 .
Poichè la funzione non risulta concava, si effettua il convex hull della superficie
Figura 3.11: Funzione di tensione ottimizzata F o corrispondente a f o
in Figura3.11, il risultato è mostrato in Figura 3.12, da cui di estrae la superficie
superiore.
Per evitare zone piatte, con conseguenti problemi nel calcolo della curvatura,
si incrementa la funzione di tensione considerando il 10% del valore medio del-
la stessa (Fmed) (3.35). I punti in azzurro in Figura (3.13) sono i punti iniziali
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Figura 3.12: Convex Hull
della F (a seguito del solo convexhull), gli arancioni la loro variazione in seguito
all’incremento.
Figura 3.13: Incremento del carico
Fnew = F − [
1
2
0.1Fmed (x2 + y2)] , (3.35)
In Figura 3.14 la funzione di forma ottenuta a seguito del convex hull e dell’incre-
mento di carico.
Si effettua, quindi, una nuova iterazione, considerando stavolta la funzione di ten-
sione come data e la funzione di forma come incognita. Come funzione di otti-
mizzazione viene utilizzata la (3.32).
Per quel che riguarda le condizioni al bordo, in questo caso, si è scelto di fissare
i valori dei quattro punti agli angoli della mesh e far trovare i restanti tramite il
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processo di ottimizzazione. A seguito dell’ottimizzazione otteniamo una Φ = 8.
I risultati sono mostrati in Fig.3.15 e Fig. 3.16. In Fig.3.15 è mostrata la nuova
funzione di forma, in Fig.3.16 la nuova funzione di forma (in blu) sovrapposta alla
forma iniziale.
Figura 3.14: Funzione di tensione a seguito del convex hull
Figura 3.15: Funzione di forma ottimizzata
Si effettua un secondo ciclo di ottimizzazione per tentare di avvicinare mag-
giormente la funzione di forma alla superficie media della volta. Si sceglie una
tolleranza tol = 0.1, che rappresenta la distanza ammessa, in ogni punto, tra la
funzione di forma e la superficie media della volta. Si modifica la funzione di
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Figura 3.16: Confronto tra la nuova funzione di forma (blu) e la forma iniziale f o
forma trovata riportando tutti i nodi ad avere una distanza massima dalla super-
ficie media pari al valore della tolleranza. Considerando questa nuova funzione
di forma come nota si parte per un nuovo ciclo di ottimizzazione. A fine ottimiz-
ziazione della funzione di tensione, si ottiente un Ψ = 256. Le funzioni ottenute
dalle due mesh sono mostrate in Figura 3.17.
Sovrapponendo le due soluzioni, scegliendo le parti in maniera che la superficie
Figura 3.17: Funzioni di tensione risultanti dalle sue mesh (mesh1 e mesh2)
risultante sia "la più concava possibile" ed estendendo questo risultato, relativo
alla sola parte reale della mesh, si ottiene la funzione di forma in Figura 3.18 .
A seguito del convex hull (Figura 3.19) e dell’incremento di carico la nuova fun-
zione di tensione, che verrà utilizzata per la valutazione della funzione di forma,
è quella in Figura 3.20. Si effettua, quindi, una nuova iterazione, considerando
la funzione di tensione come data e la funzione di forma come incognita. Come
funzione di ottimizzazione verrà utilizzata la (3.32), per quel che riguarda le con-
Volte e cupole in muratura: un approccio basato sull’equilibrio
3.4 Esempi 95
Figura 3.18: Funzione di tensione ottimizzata F o corrispondente a f o
Figura 3.19: Convex Hull
dizioni al bordo, si fissano nuovamente i valori dei quattro punti agli angoli della
mesh e si fanno trovare i restanti tramite il processo di ottimizzazione. A seguito
dell’ottimizzazione otteniamo una Φ = 1.
I risultati sono mostrati in Fig.3.21 e Fig. 3.22. In Fig.3.21 è mostrata la nuova
funzione di forma, in Fig.3.22 la nuova funzione di forma (in blu) sovrapposta alla
forma iniziale. Come si può notare la funzione di forma si è molto avvicinata alla
superficie della volta ed in questo caso il valore di tolleranza imposto è sempre
verificato. In Figura (3.23) vengono mostrate le direzioni principali di tensione.
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Figura 3.20: Funzione di tensione a seguito del convex hull
Figura 3.21: Funzione di forma ottimizzata
Figura 3.22: Confronto tra la nuova funzione di forma (blu) e la forma iniziale f o
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Figura 3.23: Direzioni principali di tensione
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3.4.3 Volta a padiglione
Per il processo di ottimizzazione si parte, anche in questo caso, con una funzione





r2 − x2, |x|≥ |y|√
r2 − y2, |x|< |y|
, (3.36)
La lunghezza del lato della volta è stato fissata a L=5 ed il raggio r = 5.5..
Figura 3.24: Funzione di forma iniziale f o per la volta a padiglione
La griglia della mesh primale introdotta sulla piattaforma Ω ha un lato e = 0.5,
e il bordo, sia della volta che della mes,h è stato ampliato di 0.5 su ogni lato per
permettere il calcolo della curvatura sul bordo reale della volta.
Quale carico assegnato si impone un carico trasversale uniforme di valore
p = −1.
Tramite l’utilizzo della funzione obiettivo (3.28), grazie al processo di ottimizza-
zione, alla prima iterazione si ottiene Ψ = 236 e tramite la (3.23) si ottengono le
funzioni di tensione in Figura.3.25.
Sovrapponendo le due soluzioni, scegliendo le parti in maniera che la superficie
risultante sia "la più concava possibile" ed estendendo questo risultato, relativo
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Figura 3.25: Funzioni di tensione risultanti dalle sue mesh (mesh1 e mesh2)
alla sola parte reale della mesh, si ottiene la funzione di forma in Figura 3.26 .
Poichè la funzione non risulta concava, si effettua il convex hull della superficie
Figura 3.26: Funzione di tensione ottimizzata F o corrispondente a f o
in Figura 3.11, il risultato è mostrato in Figura 3.27, da cui si estrae la superficie
superiore.
Per evitare zone piatte, con conseguenti problemi nel calcolo della curvatura, si
Figura 3.27: Convex Hull
incrementa la funzione di tensione considerando il 10% del valore medio della
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stessa (Fmed) (3.37).
I punti in azzurro in Figura (3.28) mostrano i punti iniziali della F (a seguito del
solo convexhull), gli arancioni la loro variazione in seguito all’incremento.
Figura 3.28: Incremento del carico
Fnew = F − [
1
2
0.1Fmed (x2 + y2)] , (3.37)
In Figura 3.29 la funzione di forma ottenuta a seguito del convex hull e dell’incre-
mento di carico.
Si effettua, quindi, una nuova iterazione, considerando stavolta la funzione di ten-
sione come data e la funzione di forma come incognita. Come funzione di otti-
mizzazione viene utilizzata la (3.32).
Per quel che riguarda le condizioni al bordo, in questo caso, si è scelto di fissare
i valori dei quattro punti agli angoli della mesh e far trovare i restanti tramite il
processo di ottimizzazione. A seguito dell’ottimizzazione otteniamo una Φ = 18.
I risultati sono mostrati in Fig.3.31 e Fig. 3.31. In Fig.3.31 è mostrata la nuova
funzione di forma, in Fig.3.31 la nuova funzione di forma (in blu) sovrapposta alla
forma iniziale.
Si effettua un secondo ciclo di ottimizzazione per tentare di avvicinare la fun-
zione di forma alla superficie media della volta, si sceglie, quindi, una tolleranza
tol = 0.1, che rappresenta la distanza ammessa, per ogni punto, tra la funzione di
forma e la superficie media della volta.
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Figura 3.29: Funzione di tensione a seguito del convex hull
Figura 3.30: Funzione di forma ottimizzata
Si modifica, quindi la funzione di forma trovata riportando tutti i nodi ad avere
una distanza massima dalla superficie media pari al valore della tolleranza. Con-
siderando questa nuova funzione di forma come nota si parte per un nuovo ciclo
di ottimizzazione. A fine ottimizziazione della funzione di tensione si ottiene
Ψ = 186. Le funzioni ottenute dalle due mesh sono in Figura 3.32. Sovrapponen-
do le due soluzioni, scegliendo le parti in maniera che la superficie risultante sia
"la più concava possibile" e estendendola sulla perte fittizia della mesh si ottiene
la funzione di tensione in Figura 3.33 .
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Figura 3.31: Confronto tra la nuova funzione di forma (blu) e la forma iniziale f o
Figura 3.32: Funzioni di tensione risultanti dalle sue mesh (mesh1 e mesh2)
A seguito del convex hul(Figura 3.34)l e dell’incremento di carico la nuova fun-
Figura 3.33: Funzione di tensione ottimizzata F o corrispondente a f o
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Figura 3.34: Convex Hull
zione di tensione utilizzata per la valutazione della funzione di forma è quella in
Figura 3.35 Si effettua, quindi, una nuova iterazione, considerando la funzione di
Figura 3.35: Funzione di tensione a seguito del convex hull
tensione come data e la funzione di forma come incognita. Come funzione di otti-
mizzazione verrà utilizzata la (3.32), per quel che riguarda le condizioni al bordo,
si fissano nuovamente i valori dei quattro punti agli angoli della mesh e si fanno
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trovare i restanti tramite il processo di ottimizzazione. A seguito dell’ottimizza-
zione otteniamo una Φ = 2.
I risultati sono mostrati in Fig.3.36 e Fig. 3.37. In Fig.3.36 è mostrata la nuova
funzione di forma, in Fig.3.37 la nuova funzione di forma (in blu) sovrapposta
alla forma iniziale. Come si può notare la funzione di forma si è molto avvicinata
Figura 3.36: Funzione di forma ottimizzata
Figura 3.37: Confronto tra la nuova funzione di forma (blu) e la forma iniziale f o
alla superficie della vota e in questo caso il valore di tolleranza imposto è sempre
verificato. In Figura (3.38) vengono mostrate le direzioni principali di tensione.
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Figura 3.38: Direzioni principali di tensione
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Conclusioni
Lo scopo principale di questa tesi e quello di proporre un metodo per rendere au-
tomatica la ricerca di un campo di tensioni ammissibile per una volta di forma
arbitraria, basato sulla soluzione iterativa di un problema determinato, in cui il
ruolo dell’incognita alternativamente si scambia tra la forma e la tensione.
In termini delle tensioni proiettate, le tre equazioni di equilibrio di S possono es-
sere disaccoppiate in due equazioni che rappresentano l’equilibrio superficiale di
S, indipendenti dalla geometria della membrana, e in una equazione che rappre-
senta l’equilibrio trasversale di S, equazione in cui la curvatura di S determina i
coefficienti. Questo sistema di equazioni, si ottiene con alcuni elementari passaggi
utilizzando il formalismo della geometria differenziale di Riemann e Levi Civita.
La soluzione generale delle due equazioni superficiali può esprimersi in termini
di una funzione F che rappresenta il potenziale delle tensioni (funzione di Airy),
e la equazione di equilibrio trasversale si riduce ad una equazione differenziale
del secondo ordine lineare in F i cui coefficienti sono rappresentati dall’Hessiano
della funzione f che descrive S, in una rappresentazione parametrica alla Monge.
La restrizione che il materiale sia esclusivamente compresso impone una restrizio-
ne sul potenziale di tensione: F deve essere concava, ossia il suo Hessiano deve
essere semi-definito negativo. Anche la funzione f è ristretta dalla condizione
che i valori di f siano contenuti, in ogni punto, nell’intervallo definito dall’estra-
dosso ed intradosso della volta. La procedura iterativa che si propone, che parte
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da una superficie assegnata f o, consiste in una strategia basata sulla ottimizzazio-
ne per generare successive funzioni di tensione F o, F1, F2, .., Fn, f1, f2, .., fn,
con l’obiettivo di ottenere in modo automatico una funzione di tensione quanto
più possibile concava ed una superficie di membrana quanto più vicina possibile
alla superficie media della volta.
Nella fase in cui la forma è assegnata e si ricerca la funzione di tensione risol-
vendo l’equazione di equilibrio trasversale, tale equazione differenziale ha natura
diversa a seconda che l’Hessiano dif sia definito negativo oppure no. Nel primo
caso le equazioni sono ellittiche ed il problema è facilmente risolubile con tecni-
che tipo-elementi finiti. In tal caso infatti la matrice risolvente il problema lineare
che approssima la soluzione ha una matrice simmetrica dei coefficienti ben condi-
zionata e caratterizzata da uno “spread” contenuto dei suoi autovalori. Differente
è la situazione allorché l’Hessiano di f non è definito e, quindi, l’equazione diffe-
renziale diviene localmente iperbolica. In tal caso la matrice dei coefficienti può
divenire mal condizionata, rendendo difficile la soluzione numerica con tecniche
tipo elementi finiti.
Tale diversa natura della equazione nel caso iperbolico si riflette in una maggiore e
pronunciata sensibilità alle specifiche condizioni al contorno, il cui effetto, se nel
caso ellittico risulta confinato ad un intorno del bordo, si propaga in profondità
all’interno del dominio. Tale problema, che non si verifica quando l’incognita è
la forma e il dato è rappresentato da una funzione di tensione assegnata di forma
concava, e la particolare tecnica di approssimazione adottata per la soluzione della
equazione differenziale di equilibrio trasversale quando l’incognita è F , ha effetto
sulla eventuale convergenza del metodo numerico.
Il metodo qui adottato per la approssimazione numerica della soluzione dell’e-
quilibrio trasversale è il così detto Lumped Stress Method, applicato alla formu-
lazione variazionale di tale equazione del secondo ordine. Il metodo proposto
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manifesta una notevole efficienza numerica, anche nei casi iperbolici, rispetto a
metodi più tradizionali e basati su approssimazioni lisce delle incognite. Con que-
sto metodo la funzione di tensione è approssimata come una funzione Co basata
su di una mesh triangolare, per cui le tensioni corrispondenti sono delta di Dirac
concentrate sullo scheletro della mesh (i lati dei triangoli). Anche la funzione di
forma è approssimata come una funzione Co basata sulla stessa triangolazione e,
quindi, il suo Hessiano (la curvatura di f ), consiste in delta di Dirac concentrate
sullo scheletro della stessa mesh. Per fare dialogare questi due campi singolari, la
tensione e la curvatura sono mediate sugli elementi della mesh duale secondo la
tecnica LSM che produce campi di tensioni e curvatura costanti a tratti sugli ele-
menti duali. Un ruolo fondamentale nella ricerca simultanea della forma e della
tensione di compressione ottimali è rappresentato dalla scelta delle funzioni obiet-
tivo Ψ,Φ.
Nella fase in cui la funzione di forma f rappresenta il dato e la funzione di tensione
F l’incognita, la scelta più efficiente di tale funzione obiettivo |Psi, è rappresen-
tato da una funzione quadratica della parte positiva degli autovalori dell’Hessiano
di F , caratterizzata da un unico parametro penalty.
La scelta della funzione Φ è ricaduta invece sul più naturale scarto quadratico
medio tra i valori di f e quelli f o corrispondenti alla superficie media. La ot-
timizzazione delle soluzioni sulla base delle due funzioni Ψ,Φ è stata ottenuta
considerando come parametri i dati al bordo di Dirichelet della F , oppure della f ,
a seconda che l’incognita fosse la tensione o la forma. Negli esempi proposti, la
prima soluzione approssimata F o ottenuta risolvendo il problema con il dato f o,
e poi tutte le soluzioni successive, sono modificate e re-immesse nel successivo
step operando una concavizzazione con la tecnica del convex hull.
In tali semplici esempi la procedura proposta porta ad approssimazioni convergen-
ti e soddisfacenti, ma è del tutto evidente che questo lavoro rappresenta solo un
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primo passo verso la definizione di un programma di calcolo automatico di sem-
plice utilizzo e che l’efficienza di questo procedimento andrebbe esteso a casi più
complessi e testato con un numero molto maggiore di incognite (triangolazioni
più fitte e non strutturate) e di parametri (condizioni al contorno più ricche).
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